﻿Vili Reâfâ: Ц йЭД^'ДтАЙеісй ■ ■■ ■ ' ^ЙОГЕЗОЯ ЛЛ UlCE-Ui оіііі GAUAȚ1 artțț ftjîrobstĂ de Onor Minister ai Cufttf!*r £Ж?®>5Й АЙ5 °^- |UI^® ЙІ«Й^МЯ»Й' ■’ jWyi^WWHț»^ *»^ ■,II 4»IJ»W Wi n,VI«4Tcy,T№«- ț> > TlPĂfftTA }N iOOQ gyEMPUARC /; У o) 28 11 de sus în jos (аз,> у>) (аз0, Уо) 30 11 de sus în jos (аз,і Уі) (азі, і/і) 31 19 de jos în sus и se numesc coordonatele punctului M OP se numește abscisa, OQ ordonata punctului M, Ox, și Oy axele de coordonate, O din planul definit de două Fig 1 •igina axelor; Ox se zice axa absciselor, sau a icșilor, oy axa ordonatelor, sau axa igreci-lor Dacă Oy este perpendiculară pe Ox, axele de coordonate se zic perpendiculare, iar coordonatele (ж, у) formează un 2 sistem de coordonate perpendiculare, rectangulare, sau dreptunghiulare Dacă Oy este înclinată pe Ox, axele se zic oblice, iar coordonatele formează un sistem de coordonate oblice Atât coordonatele perpendiculare, cât și cele oblice, se numesc coordonate carteziene, după numele lui Descartes, Cartesius pe latinește 3 Punctul O definește pe Ox și Oy două sensuri: dela O spre x și у se numeștat sen suri pozitive, iar spre x' și y' sensuri negative In fig 1 atât abscisa cât și ordonata sunt pozitive Dacă am voi să construim punctul de coordonate (-|-2,—1), vom luâ pe Ox, înspre dreapta, o lungime egală cu 2, și pe Oy în jos, o lungime egală cu —J; paralelele duse prin aceste puncte la axe se taie în punctul M 12, — 1) Coor-donantele se scriu alături de M, în paranteză, întâi abscisa, apoi ordonata, despărțite cu o virgulă Toate punctele de pe Ox au ordonatele nule și deci pentru orice punct de pe Ox, avem у — 0 In acelaș mod, x = 0 însemnează toate punctele așezate po axa Oy, căci abscisele lor sunt toate egale cu zero Coordonatele originii axelor vor fi (0, 0) Vectori 4 Se numește vector un segment de dreaptă, AB, având origina A, extremitatea B, un sens dela A la В și lungimea AB Fie AB un vector de pe axa O r Însemnând cu j (a, o), (b, o coordonatele X 4—i ! X punctelor A și В (Fig 2), Ш Alap] BLb oJ avem : Fig 2 OA = a, OB = b, și deci lungimea vectorului AB, de pe Ox, este: AB = OB — OA = b — a Așa dar, lungimea unui vector, de pe Ox, este egală cu diferența dintre abscisa extremității si a originii acelui vector Considerând vectorul BA, lungimea sa este : 3 В А = ВО — АО = (— Ь) — (— а) - а ~ Ъ, și deci : ĂB = — BA, АВ + BA = 0 б Să luăm pe axa Ож punctele А г (жр o), A3 (ж2, o), An (xn, o), având abscisele : xv x2, x3, xn Avem ; Aj А2 = я?2 Xi> A2 A8 = x3 x2, An j An — xn xn t De uude: Ai A2 4~ A2 A3 4- An j An = xn — жР Insă : (xa — Жі) reprezintă lungimea vectorului Ai An; deci: Ai A2 “F А? A3 4~ An ! An = Aj An Dar: Aj An = — An Ai; prin urmare: Ai A2 4~ A2 A3 -|- 4- An , An 4~ An Aj = 0 6 Exercițiu Fiind date punctele А, В, C, D pe o dreaptă, să se arate că avem : ĂC BD = AB CD f AD BC In adevăr, să Inăm acea dreaptă ca axă Ож și fie; a,b,c,d, abscisele punctelor; А (а, о), В (6, o), C (c, o)/p (d, o) Avem: AC = c — a, BD = d — b, А В = b — a, CD = d— c AD = d — а, ВС — c — b Deci : AB CD AD BC = (fi — a) (d — ci -ț (d — a) (c — Ъ), AC BD = (c — a) (d — b) Efectuând calculele, vom găsi aceiași valoare pentru ambele expresii și deci: 4 AC BD = АВ CD + AD ВС Unghiuri 7 Sens direct și indirect Fie Ox o dreaptă care se în vârtește (Fig 3) împrejurul 8 Unghiul a două drepte Fig 4 punctului O până ajunge în OA Se zice că unghiul жоА este pozitiv, sau deschis în sensul direct, când mișcarea ce a făcut-o Ox ca să ajungă în poziția OA este de sens invers ca aceia ce o fac\ a-cele unui ceasornic; în caz contrar, se zice că unghiul este negativ, sau este deschis în sens indirect (retro- este unghiul făcut de direcțiile pozitive ale acelor drepte, măsurat în sens direct Dacă dreptele sunt AB și CD (Fig 4), unghiul lor este D O B, făcut de di-recțiile pozitive ale a-celor drepte Proectiuni • 8 Se numește proecția unui punct M pe o axă Ox (Fig 1), după o direcție paralelă cu Oy, punctul P de intersecție al dreptei Ox cu paralela MP dusă din M la Oy Proecția ortogonală a unui punct este piciorul perpendicularei din acel punct pe axa de proecțiune Fie Ai A2 un vector așezat în planul a două axe per- 5 pendiculare (Fig 5) însemnând cu (xv yf)> (x2, y2; coordo- natele punctelor Aj și A2; P], P2 proecțiile ortogonale ale punctelor Ap A2 pe Ox, proecția lui A, A2 pe Ox este: PjP2 = AjB Punctele Pj și P2 având respectiv aceleași abscise, OP] și OP2, ca și A], A2, rezultă că - pr (А]А2)ох=Р]Р2==ж2— Ж] Deci, proecția unui, vector pe axa Ox este egală cu diferența dintre abscisa extremității și abscisa originii acelui vector Ducând prin A] paralela А] В cu Ox, proecția lui A] A2 pe Oy este egală cu: BA2 = y2 — yv căci: BA2 = P2A2 — P2B = У2 — У1- Deci, prgecția unui vector pe Oy este egală cu diferența dintre ordonatele extremității și originii 9 Proecția unei linii poligonale pe o axă este egală cu proecția linii drepte care închide acea linie poligonală Fie: A]A2 A„ (Fig 6) o linie poligonală și(жѵyf),(x2, y2\ {x,„ yf) coordonatele punctelor A], A2, An Proecția acestei linii poligonale pe axa Ox este egală cu suma proecți-unilor liniilor А] A2> A2 A3, An , Au pe a-cea axă Adică: pr A1A2 „ An = pr A]A2 + pr A2A3 -p 4- pr An , An Insă: pr A] A , — = xn xv pr Aa A3 = x3 x2> - pr Au , An Deci: 6 pr Aj A2 An = (ж2 — жх) + (jCg — or2) + + (x„—rn 1') = xn — ajj Insă (xa — xj este proecția vectorului Aj An Prin ur- mare: pr Aj A2 An = pr Aj A^ adică: proecția unei linii poligonale Ax A2 Ап pe o axă este egală cu proecția linii Ax An care închide acea linie poligonală 10 Să considerăm poligonul Ax A2 An Ax (Fig 6) Am văzut că proectând pe axa (Ух, obținem: pr Aj A2 An = pr Aj An Insă: pr Aj An = — pr A„ Aj Deci: pr Aj A2 An Aj = pr Aj A2 An pr An Aj = pr Aj An + pr An Aj = 0 Așa dar: proecția unui contur poligonal închis pe o axă este egală cu zero 11 Să considerăm două linii poligonale: Ax A2 AnJ Aj B2 В? B„ ; A„ Proecția conturului poligonal închis Aj A2 An , A„ Bn ! B2 Ai pe o axă este zero Deci: pr Aj A2 An pr An Bn i B2 Aj = Q, sau ; pr Ai A2„ An = —pr An Bn , B2 At=pr A, B2 B„ , An Așa dar: proecțiile a două contururi, cari au aceiași origină și aceiași extremitate, sunt egale 7 12 Măsura proecțiunii unui vector pe o axă Fie AB un vector (Fig 7) a cărui lungime este Z și care face cu Ox unghiul Ѳ = 0 A B Proecția vectorului AB pe Ox este : AC=AB cos Ѳ = 1 cos Ѳ, iar proecția pe axa О у este : Z sin Ѳ Probleme asupra punctului 13 Distanța dintre două puncte Fi : A ( r„ yt), B(x2,y2), două puncte (Fig 7), ale căror coordonate sunt (жх, yf), (ж,, Уз)- Ducând A C paralelă cu Ox, proecția A C a lui АВ ре О ж este: (ж2—жх), sau АВ cos Ѳ; de asemenea, proecția pe Oy este: (y2—y^, sau А В sin Ѳ Avem deci: А В cos Ѳ = x2 — жх, AB sin Ѳ = y2 — yx Ridicând la pătrat, adunând și ținând seamă de relația: sin 2 Ѳ -ț- cos 2 Ѳ = 1, rezultă: А В = (жх ж2) i -|- (г/i y>) ■ Deci : pătratul distanței dintre două puncte este egală cu suma pătratelor diferențelor absciselor și ordonatelor acelor puncte 14 Aplicații 1 Distanta dela un punct M (x, y) la origina axelor este: x2 +y2- Dacă pnctul M variază în plan, rămânând mereu la aceiași distanță r de origina O, adică, dacă punctul M (ж, ?/) se află pe cercul cu centrul în O și cu raza r, această proprietate geometrică se exprimă analitic, scriind că distanța dela un punct oare care M (ж, у) al cerculfli^este egală cu r și deci vom avea ecuația: 8 Se zice că cercul considerat este reprezentat de această ecuație, sau mai bine că ecuația; ж2 + y2 = r reprezintă un cerc cu centrul în origină și cu raza r 15 Coordonatele unui punct care înparte o dreaptă într’un raport dat Fie А (®1; y^> В (rr2, y2) două puncte și M (x, y) un punct care înparte dreapta AB (Fig 8)’ în raportul: AM Ducând prin A, M, В paralelele la Oy, obținem punctftlțP, R, Q PR RQ Insă : PR = x — X\, RQ = x2 — x De unde, înlocuind, obținem: x — Xt + Z x2 Л — x2 — x ,X~ 1-ț-Z ’ In mod analog, proectând vectorul А M В pe Oy, după o direcție paralelă cu O x, găsim: У “ Ут , „ Уі + z Уг у -у і + / • Deci, coordonatele (х, у) ale punctului М care înparte dreapta definită de punctele A (xb yj, В (x2, y2) în raportul AM : MB = Z, sunt: Se știe din Geometrie că ; ĂM MB x xA + Z x2 1H-Z У\ Уі 1 + z (I) У = 9 Aceste formule sunt independente de unghiul axelor 16 Aplicații I Coordonatele mijlocului unui segment Fie : țx1; yjj, (x2, y2) coordonatele punctelor A (x1, yj), В (x2, y2) care definesc un segment și M (x, y) mijlocul acestui segment Raportul Z în acest deci formulele (I) devin : caz este egal cu 1 și У1 2 ’ y— 2 Sau : coordonatele mijlocului unui segment sunt egale cu semisuma absciselor și semisuma ordonatelor punctelor ce definesc acel segment II Expresiunea coordonatelor a două puncte conjugate armonic în raport cu un segment dat Fie M (x, y), M' (x', y") două puncte (Fig 9) conjugate armonic în raport cu punctele Mj (x1, y^, M2 (x2, У2)- Punctele M, M' înpărțind pe poartele : M! M2 în ra- MjM Fie 9 — S MM2 coordonatele acestor puncte sunt: -ivr ^2 w =f£; M'M2 Punctele M, M' fiind conjugate armonic mează că : cu M1; M2, ur- sau : MMj M'Mj MM2 M'M2 MjM MjM' MM2 M'M2 , A — —p- Deci, cunoscând coordonatele unui punct M de pe Mj M (*■ + acelea ale conjugatului armonic, M', sunt: 10 ,гі — I х2 țh —Л yz 1-Z ’ 1—х ’ Verificare Când М este mijlocul segmentului MjMa (Z=l), coordonatele conjugatului său armonic sunt : a'l -^2 Уі У 2 О’ О adică ambele infinit de mari, sau că acest conjugat armonic este aruncat la infinit Acest rezultat analitic concordă cu teoria geometrică, căci se știe că este aruncat la infinit conjugatul armonic al mijlocului unui segment III Cunoscând coordonatele vârfurilor unui triunghiu, să se afle acelea ale centrului de greutate Fie : A teD yj, В (x2, у2), O (,r3, y3), G te, i suma ordonatelor vârfurilor triunghiului și le vom înpărtl cu 3 IV Fiind date trei puncte А, В, C în linie dreaptă și M un punct în planul lor, să se demonstreze relația (lui Stewart): AM2 BC+BM2 CA4-CM2 AB + AB BC CA = o 11 In chestiuni de geometrie an mei constă în alegerea axelor față se indică să se ia dreapta diculara din M pe ea, ca axă Oy (Fig 10) Atunci coordonatele acestor puncte date vor fi notate cu primele litere ale alfabetului, a-dică: A {a, ol, В (& o), С (с, o), M (m, o) Avem : d АЛ12 = а2 —m2, BM2 В C = c—b, O A = ilitică, partea grea a proble-de coordonate In cazul de ABC ca axă Ox și perpen- М (О,ТПд A(a,o> B(b o) Cfc o) Fig 10 &L l w;2) GM2=C2 -ț „(2, a—с, AB= J — a Vom înlocui pe AM2, , BC, în relația de verificat cu valorile găsite și vom avea ca rezultat zero, și deci relația este demonstrată V Să se demonstreze că mijlocul dreptei care unește mijloacele diagonalelor unui patrulater are pentru coordonate mediile aritmetice ale coordonatelor vârfurilor Fie : A (xv yt), В (,r2, y2), C (x8 yj, I) (x4, yj coordonatele vârfurilor patrulaterului ABCD Coordonatele mijloacelor diagonalelor AC BD vor fi : p + Я’з Уі + У \ p (Л + *4 y2 -b Уі \ 9 ’ 2 2 ’ 2 Acele ale mijlocului aceste’ drepte E F, vor fi : semi-suma absciselor și semi-sutna ordonatelor, adică: / E‘l , r2 -j- t'3-1- Ѵ1~Н/2~Г і/з НЛ 2 ’ 2 2 4 ’ 4 Aceasta probează că aceste coordonate sunt mediile aritmetice ale coordonatelor vârfurilor, adică egale cu suma absciselor și suma ordonatelor, înpărțite cu numărul punctelor VI Să se arate că într’un patrulater ortodiagonal (cu diagonalele perpendiculare) ABCD, avem; 12 AB2 + CD2 = AD2 H- BC2 Chestiunea constă în alegerea axelor ; diagonalele fiind perpendiculare, le vom luă, A C ca O r, BD ca Oy (Fig 11) Coordonatele vârfurilor vor fi : А (а, о), В (o, b), C (c, o), D(o,d) N’avem de cât să calculăm distanțele А В2=л2 + Z>2, BC2=J? + c2, CD2 = c'4-Л AD2z=rt2-(-d2, și relația: ăb2+cd2=ăd2+b C2 devine evidentă Exerciții 1 Să se afle cum stau net al bisectoarei întâi, una în răpi sau a doua cu alta coordonatele unui axelor de coordonate perpendiculare (Bisectoarea unghiului x Oy și a prelungirilor sale) R Abscisa și ordonata sunt egale și de acelaș semn; în cazul al doilea, abscisa și ordonata, egale și de semn contrar: x = у; x у — O 2 Fiind cunoscute coordonatele (x,y) ale unui punct M, să se afle coordonatele punctului: 1°) simetric cu M în raport cu fixa Ox; 2°) simetric cu M în raport cu axa Oy; 3°) simetric cu M în raport cu origina R 1° (x,y), (X,—y); 20) (x,y), ( x,v); 3°) (x,y), (- x, y) 3 Să se afle lungimea laturilor triunghiului ale cărui vârfuri sunt punctele : (2,3), (4,—5), (—3,—6) R Se aplică formula distanței dintre 2 puncte '/ 68, V'50, l 103 4 Să se exprime că distanța dela un punct oarecare M (x,y) variabil la punctul A (2,3) este 4 Pe ce se mișcă punctul M? R (x —2)2 -p (y —3)2 = 22 Pe un cerc cu centrul în (2,3) și cu raza 4 5 Ce relație există între coordonatele unui punct variabil M(x,y) care este la distanță egala de punctele A(2,3), B(4,5) R (x — 2)2 4- (y — 3)2 = (x — 4)2 4- (у — б)2, x 4- у — 7 Toate aceste puncte se află pe perpendiculara pe mijlocul lui AB, iar între coordonatele (x,y) a oricărui punct a acestei perpendiculare, există relația: x -ț- у = 7 13 6 Să se afle coordonatele unui punct M egal depărtat de punctele : A(2,3), B(4,5), 0(6,4) (Centrul cercului ABC) B Fie coordonatele acelui punct; se v5? scrie : MA2 = MB2 = MC2 De unde : 13 8 ж + «/ = 7, 2as — у = 6; ® > У *= 3 • 7 Sa se afle coordonatele mijloacelor laturilor triunghiului definit de punctele: (2,3), (4,5), (-3,-6) Să se figureze în raport cu două axe perpendiculare R Se vor aplică formulele: ■ M), (i - ?), (- >4) 8 Se divide în trei părți egale dreapta definită de punctele: A(2,3), B(4, — 5) Care sunt coordonatele punctului de diviziune, cel mai apropiat de A Să se figureze R Punctul M (x, y) divide dreapta în raportul : AM : MB = 1:2 Se înlocuește în formulele: as, -|- Zas , У\ + , 1 + 1 | ’ \3’ 3 / 9 Să se arate că într'un trapez ABCD dreapta care unește mijloacele laturilor neparalele este egală cu semisuma bazelor B Luăm ca Ox baza mare AD, iar ca Oy o perpendiculară pe baze Coordonatele vârfurilor vor fi: A(a,o), D(5,o), O(p,d), l$(q,d) Mijloacele lui AB și CD au ca coordonate : /« + 4 d /b+р ' 2 ’ 2 \ 2 ’ 2 ' Lungimea liniei considerate este: a + q (b — a) + (p — q) 2 ~ 2 ~ 2 10 Să se afle distanta punctelor: /2х-|-2я,у' 2ax‘ 4-2a‘y'i А (x',y‘), В I > , г J 1 + a! 1 + a3 7 R \ (x*2—|~ya) (a iar natura acestei funcțiuni depinde de forma curbei Așa dar, oricărei curbe din plan, putem admite că-i corespunde o ecuație : f (x) = y, sau mai bine ; F (x, y) = 0, care se numește ecuația curbei Reciproc, orice ecuație de forma : F (x, y)’=0 între coordonatele (x, y) ale unui punct din plan, reprezintă o curbă In adevăr, rezolvând ecuația dată, în raport cu y, avem : у - f (x) Deci, când x variază, la fiecare valoare a abscisei x, со- 16 respunde câte o valoare determinată f (x), pentru y, și deci un punct anumit în plan' Unind toate aceste puncte astfel obținute, vom avea o curbă, a cărei ecuație este: у = f (x), sau : F (x, y) = 0 Dacă ecuația Б' (x, y) = 0 este algebrică și de gradul m, se zice că curba corespunzătoare este de gradul ni, sau de ordinul m De ex , curba reprezentată de ecuația : xs — 2 x y~ -fi 3 x — 2 = 0 este de ordinul al treilea, căci ecuația curbei este de gradul al Ilf-a, în raport cu x și y Curbe de ordinul întâi Linia dreaptă (1) iar ce 18 Curbele de ordinul întâi sunt linii drepte Ecuația generală a curbelor de ordinul întâi este : Ax + В у + C = 0, (x, y) fiind coordonatele unui punct oarecare al curbei, А, В, C cantități date Pentru a vedea ce reprezintă ecuația (1), vom cerceta reprezintă formele simple ale ecuații (1), adică : А ж -fi C = 0, В ~fi C = 0, Ax -fi В у = 0 1° Ax -fi C = 0; de unde deducem : C x = — , are ceeace probează câ orice punct al curbei reprezentative abscisa totdeauna egală cu — (C : A); deci această curbă este o dreaptă paralelă cu axa O y Prin urmare, ecuația : x ■ a = 0 reprezintă o paralelă la О у la depărtarea a de de O y De asemenea, x = 0 reprezintă ava O y 2° Iu mod analog, se vede că ecuația: By-fiC = 0, sau 0 u П y = — ; i/ —b = o, 17 С reprezintă о paralelă la axa Ox, la depărtarea -—* sau Ъ, de axa 0 x De asemenea, у = 0 reprezintă axa 0 x 3° Аж + В«/ = 0 Această ecuație se mai poate scrie : A A w = -x, « = m x, (m = -) * В В Se vede că această curbă trece prin origina axelor de coordonate, căci ecuația curbei este verificată înlocuind pe x și у cu (0, 0), coordonatele originii De unde: Mx (au &i), M2 (a2, d,) ale acestei curbe (Fig 14), între abscisele și ordonatele acestor puncte avem, observând ecuația curbei: у — mx, relațiile: X = m аг, Ъ2= m a2, MjP^ m OPț, M2P2 = ?n OP2 O Pi M1P1 OP2 M2P2’ relație ce probează că triunghiurile dreptunghice O Px M,, O P2 M2, au două laturi proporționale și unghiul cuprins între ele egal (cu 90°); deci aceste triunghiuri sunt asemenea și prin urmare unghiurile Px OMb = P2 OM2, adică punctele O, Mn M2 sunt în linie dreaptă Așa dar, două puncte oarecare, Mx și M2 ale curbei: у == m x, sunt pe o linie dreaptă ce trece prin origină și deci, această ecuație reprezintă ț> linie dreaptă ce trece prin origina axelor de coordonate Ca să construim, de ex , linia : У = 2 ос, 2 18 vom luâ рѳ Ox, o abscisă x=l și pe perpendiculara pe O,r, ridicata în acest punct, o lungime egală cu 2 (căci: y=2 x) Revenind la ecuația; Аж -|- В у = О, у — т х, și observând figura 14, vedem, din triunghiul OPX Mx Рі=ОР] tg Pi OMj, bj = aL tg Pi O Mi, m = tg Pi ОМр — g = tg P, O Mi Deci, coeficientul m, din ecuația dreptei у = w x, este egal cu tangenta trigonometrică a unghiului ce dreapta face cu axa Ox și se numește coeficientul unghiular al dreptei In rezumat, am văzut că ecuațiile simplificate: A x -|- С — О, В у -|- C == 0, A urmează că și e-cuația : у = m x -\- n reprezintă ca și у = m x, tot o linie dreaptă, paralelă- cu -dreapta: n-linie dreaptăy paralelă cu dreapta ; у — m x Dreptele ; у = m xfi-n, у = m x, fiind paralelele, fac acelaș unghi « cu axa Ox și au acelaș coeficient unghiular, m — tg a Prin urmare, în general, curbele de ordinul întâi, Ă x-\- В у + 0^ = 0, y = m x + n, sunt linii drepte, al căror coeficient unghiular este : tg a = m - — adică egal cu raportul dintre coeficienții lui X și y, cu semn schimbat, din ecuația generală: A® + В у | 0 = 0, sau cu coeficientul lui x, cănd ecuația este adusă la forma : у — m x -ț- n 20 Construirea dreptei A x + В у 4- 0 = 0 0 linie dreaptă fiind definită prin două puncte, e de ajuns, pentru a constui dreapta, să cunoaștem două puncte ale ei Cele mai ușor de calculat sunt punctele unde dreapta taie axele de coordonate Orice punct așezat pe O x având ordonata zero, pentru a găsi abscisă punctului unde dreapta taie axa Ox, vom înlocui în ecuația dreptei (unde presupunem (C=/=0), pe у cu zero și avem : A x + 0=0, x O A ’ De asemenea, pentru a găsi unde Hreapta taie axa Oy, vom face în ecuația dreptei x=O, și ordonata pune'ului de intersecție este dată d e; В ?/ -f- 0 = 0, 0 Unind punctele (- ta cerută se obține dreap- 20 Exemplu Să se construiască dreapta : x — 2^1 = 0 Vom face pe rând x =0 și у =0 și vom avea : у — 1 2 ’ x — — 1, iar coordonatele punctelor unde această dreaptă taie axele de codrdonate, vor fi: (—1, 0), (0, 21 Reciproc, ori ce dreaptă este reprezentată de o e-cuație de forma : A-x -|- В у C =0 In adevăr, fie M (x, y) un punct oarecare al dreptei, definită prin două puncte Mj (iCj, yf), M2 (x2, y2), date Punctul M (x, y) fiind pe Mj M2, coordonatele vor fi de forma (§ 15) : ®1 + «2 Уі + ^Уз “1 + l ’ y 1 4-1 ’ (I) unde : 1 =Mj M : MM2 este un parametru variabil Rezolvând ecuațiile de mai sus, în raport cu 1, avem respectiv din prima și a doua ecuație : я = x-l — x i = ~ У x — x 2 ’ у—Уз ' Egalând aceste valori ale lui 1, obținem : = y^y , (II) x — x2 У — Уз sau, efectuând calculele,; x (Уі- — Уз) — У Oi — л-2) + «j г/2 — x2 yt = 0 Deci, între coordonatele (ж, у) ale unui punct oarecare al dreptei date, avem o relație de forma : A x -f В у С = О, unde : А= уг~у2, В = — ( Tj — ж2) С =хх 0 H 0 = i> (A^B=/=0), A ~B~~ rezultă că ecuația linii drepte poate să fie și de forma : X a punând; a = - Cantitățile a și & au însemări anumite In ădevăr, căutând punctele unde dreapta : « I У = i a r b taie axele de coordonate, vom găsi că abscisa punctului unde dreapta dată taie pe O x este egală cu a, iar ordonata punctului unde dreapta taie pe О у este b Sau că această dreaptă determină pe axe respectiv lungimile: a și b Exercițiu Să se scrie ecuația dreptei ce trece prin punctele: (2, 0), (0, 3) așezate pe axe Ecuația va fi : x +-У- = 1 2^3 24 Altă reprezentare parametrică a linii drepte Altă metodă pentru a probă că o linie dreaptă este reprezentată de o ecuație de gradul întâi Să presupunem că o dreaptă este dată printr’un punct A și unghiul a ce această dreaptă îl face cu axa Ox Să ne propunem să găsim coordonatele u-nui punct'oarecare al dreptei Fie: A (x0, ?/0) punctul dat al dreptei și {x, y) coordonatele unui punct variabil M, a cărui distanță la punctul A să o însemnăm cu: AM = r Să scrim în două feluri proiectile vectorului AM pe Ox și Oy și vom avea (§ 8) : X — x0 = rcosa, у — Уо = ?’sina (1) Deci, coordonatele punctului variabil M al dreptei sunt date de formulele: 23 X — Xt> + rcos«, у = ya + rsina, r fiind o distantă AM variabilă a punctului M la punctul dat A Vom obține toate punctele dreptei, făcând pe r să varieze de la — oo la + oo Coordonatele unui punct al dreptei conțin un parametru variabil r și de aceia se zice că această reprezetare a linii drepte este parametrică Observare împărțind ecuațiile (1), obținem: У — l/o = O — •То) tga, care este o relație între coordonatele unui punct (x, y) al linii drepte,'deci este ecuația acestei linii Am demonstrat deci, din nou, că o linie dreaptă este reprezentată printr’o ecuație de gradul întâi 25 Unghiul a două drepte Fie: Ax + By + C = o, D' A'x + B'y + C' = o ecuațiile a două drepte Coeficienții lor unghiulari sunt : Ѳ și Ѳ' fiind unghiurile acestor drepte cu axa Ox (Fig 16) însemnând cu V unghiul acestor două drepte, avem: V = Ѳ — & deci : tg Ѳ — tgG)' ni—rri 1 + tg 0tg Ѳ'— 1+m m Fig 16 Așa dar, unghiul a două drepte (axele fiind perpendiculare) : у = m x + n, este dat de formula : tg V = у = m' x -j- n m — m 1-j-m m ’ sau, unghiul dreptelor : 24 Аж + Ві/+С=О, А' ж + В'у + С' = О „ В В' тт А'В —В'А gV 1+А tg Ѵ АА'+ВВ' • В • В' Exercițiu Să se afle unghiul dreptelor: \]3 x + у — a \Z3~= O, \!'d x — у + a \j'i = 0 Avem : tg V = m — m 1 + m m’ -УГ- V3^ 1 —уз уз =уз Deci: V = 60° 26 Aplicații I Condiția ca două drepte să fie păralele se găsește, observând că în acest caz: tg V = 0, și deci: țț m — rn „ , , tg V = -ț—j = 0, m—m = O; m=m 1 + m m Deci, două drept^sunt pnralele cănd coeficienții lor unghiulari sunt egali Considerând formula: x A'B — B'A tg V AA' + BB' ’ dreptele: Аж+Вг/ + С = О, А' x + В' у +С' =0 sunt paralele, când tg V = O, sau : В ав ва, д, в, Urmează deci, că două drepte paralele au coeficienții lui x și y, din ecuațiile lor, proporționali Exercițiu Să se scrie ecuația generală a paralelelor la dreptele: у = 3 x + 5, x — 2 у + 1 = 0 Pentru prima dreaptă, vom scrie ecuația unei drepte al cărei coeficient unghiular este egal cu 3, Ecuația paralelelor la dreapta : у = 3 x + 6, este : 25 у = 3 х + Z, Я fiind un parametru variabil Pentru ecuația : X—Ѣ у + 1 = О, баге este de fornia: A x + В у + C = 0, vom scrie o dreaptă ai cărei coeficienți ai lui x și у să fie proporționali cu ai dreptei date; ecuația 'generală a tuturor paralelelor la dreapta: x—2 у + І = Q va fi : x — 2 у + Z = О, (А я + В j + Â = 0), Z fiind un parametru variabil II Condiția ca două drepte să fie perpendiculare Când dreptele: у = m x + n, у = тп'х + п' sunt perpendiculare, V = 90°, și deci : tg V = ,—j -г = ХІ,1і nm =0 Prin urmare, condiția ca două drepte să fie perpendiculare este ca între coeficienții lor Unghiulari să аѵѳіП relația: 1 + m m' =0 Când dreptele sunt reprezentate de ecuațiile: Ax + Вг/ + C = 0, A ' x 4 B'y+C' =0, condiția ca ®le să fie perpendiculare, este: A A ' + BB'= 0 Exercițiu Să se scrie ecăația unei drepte oarecare perpendiculară pe dreapta: 3 x—у = 5; тп fiind egal cU 3, atunci: și deci ecuația perpendicularei pe dreapta dată este : , ' 1 , У = 7П X + îl, у = -g- X + îl- 27 Intersecția a două drepte Pentru a găsi punctul de intersecție a două drepte: Ax + Bî/ + C=0, A'x-f-B'(/ + C'=0, 26 vom căuta coordonatele acestui punct; aceste coordonate verificând ecuațiile celor două drepte, vom rezolva în raport cu x și y Deci, coordonatele punctului de intersecție a a-cestor două drepte vor fi (presupunând determinantul sistemului diferit de zero) : С В C'B' BC'-CB' CA'—AC „ ~AB'—BA" ^~AB'—BA" А В A' B' Dacă: AB'—BA' =/= 0, x și у au >valori finite,' deci dreptele se 'taie într’un punct la distanță finită Dacă : AB’—BA' = O, sau: А В A' ~ B' ’ fără ca numărătorii lui x și у să fie zero, x și у sunt infinit de mari, dreptele se taie atunci la infinit, ele sunt paralele Am găsit din nou condiția că două drepte sunt paralele când coeficienții lui x și у sunt proporționali Dacă: AB1—BA'= 0, BC'—;CB' = 0, atunci urmează că : A В В с A' В ’ В' С ’ deci iB și В ' =/= 0) А В c А С АС — С А' = 0 А1 В C ’ А С ’ Prin urmare : 0 0 X 0 , У = 0 ’ adică punctul de intersecție este nedeterminat In adevăr, având: A В C А' ~ В' ~ C ’ ecuațiile ; A« + By + C = 0, K'x + B'y + C = 0 27 se reduc la una siugură și deci dreptele date fiind reprezentate de aceiași ecuație, sunt confundate, au deci un număr nedeterminat de puncte comune (toate punctele comune) Probleme asupra linii drepte 28 Să se afle ecuația tutulor liniilor drepte care trec printr’un punct dat А (я0 Уо) Fie: у = m x + n (a) ecuația unei linii drepte ce trece prin acest punct Coordonatele sale verificând ecuația dreptei, avem : Уо = 111 x0 + n (b) Scăzând ecuațiile (a) și (&), avem : У—Уо = «' (ж—ж0), care este ecuația generală a tutulor dreptelor ce trec prin punctul dat (a0 y^, m fiind un parametru variabil 29 Ecuația unei drepte ce trece printr’un punct dat și paralelă cu o dreaptă dată Fie (x0) y0) punctul dat și m coeficientul unghiular' al dreptei cu care trebue să fie para lelă Ecuația dreptei cerute va fi: у—у і = m O— Exercifii 1° Să se scrie ecuația unei drepte ce trece prin punctul (2, 0) și paralelă cu bisectoarea a doua a axelor de coordonate Aplicăm ecuația generală: У — Уо = m ^o), și înlocuim m cu: —1, căci ecuația bisectoarei a doua este: x + у = 0 Ecuația dreptei cerute va fi: у = — (x — 2), x + у — 2 = 0 2° Să se scrie ecuația dreptei ce trece prin origină și este 29 perpendiculară pe dreapta care determină pe axele de coordonate "lungimile 2 și 3 Ecuația uuei drepte ce trece prin origină este: у = mx (1) Ecuația dreptei date eete: У i C2) 2 + 3 = ’ al cărei coeficient unghiular este : Dreptele (1) și (2) fiind perpendiculare, avem : I ± тт' = 0, m = — , ni iar ecuația dreptei cerute este : 30 Altă metodă pentru a scrie ecuația unei drepte ce trece prin două puncte («p yi) {x2,y2) Fie : Аж + В г/ + С = 0 ecuația dreptei cerute, А, В, C fiind necunoscuți Ecuația dreptei este verificată de coordonatele (xlt yj (x2, y2), căci aceste puncte sunt pe dreaptă Deci : А а?! + Вг/і + C = 0, (3) Аж2 + Вг/2 + С = 0 (4) Ecuațiile (3), (4) împreună cu: Аж+Вг/ + С=0 formează un sistem de trei ecuații lineare omogene în raport cu A, В, C Acest sistem admite soluții toate nule, A = B = C=0, când determinantul coeficienților este diferit de zero, sau soluții nu toate nule, când acest determinant este egal cu zero Insă, А, В, C nu pot fi toate nule, căci atunci dreapta cerută n’ar mai există și deci, ca să existe valori nu toate nule pentru А, В, C, trebue ca determinantul coeficienților să fie nul Deci: 30 ® у 1 Xi l/i 1 = 0 ^2 Уі 1 Aceasta este ecuația dreptei ce trece prin cele două puncte (xv уг), (x2, y2) Dezvoltând-o, putem să o sorim supt formele : ( у — Уі = !h — lJl & — ®j), (I) Л?2 — X1 sau : ® ( 1/1 ~ Уз) ~ У (®1 — ®2) + ^11/2 — *2 У1 = °- Prima formă (I) este bine să se memoreze, fiind foarte întrebuințată 31 Condiția ca trei puncte: (х,іУі)> (хз> Уч)> (хз> Уз) să fie COlineare Va fi de ajuns să scrim că punctul se află pe dreapta definită de celelalte două Ecuația dreptei ce conține punctele: (x2, y ,), (x3, ys) fiind X У 1 x2 У2 1 = 0, x3 Уз 1 condiția ca cele trei puncte să fie colineare (în linie dreaptă), este : ,Гі Уі 1 #2 У2 1 Л'д Уз 1 Observare Vom obține acelaș rezultat scriind că coeficientul unghiular al cfreptei (,-rj, î/j), ( r2, y2), este acelaș (egal) cu al dreptei definită de punctele : (x2, y2), (,r3, y3) Această condiție este : Уг — Уі = Уз — 1/2 «Z/O iZ/g «^2 32 Să se afle condiția ca trei drepte să fie concurente Fie : A,z + By + C = 0 A'x + B'y + 0=0, A"x + B"y + C" = 0 31 ecuațiile a trei drepte Dacă ele sunt concurente, însemnează că există un punct comun lor și deci coordonatele acestui punct (x, y) verifică aceste trei ecuații Sistemul format de ecuațiile acestor drepte este deci compatibil și prin urmare determinantul coeficienților este nul, adică : ABC А' В' C - 0 Aceasta este condiția ca cele trei drepte să fie concurente Observare Sistemul: Аж fi- By + C = 0, А'ж + B'y + C’ = 0, А"ж + B"y + C" = 0 fiind compatibil, urmează că ultima ecuație este o consecință a primelor doua ecuații și deci: А"ж + В"г/ + С" Z (Аж +Bî/+C) + m (А'ж + В'г/+ C'), l și m fiind două numere alese potrivit De unde rezultă că dacă dreptele sunt concurente, să avem : ы(Аж+В7/ + С)+и(А/ж+Ву + С) + иі(Аж+Вт/+С) 0 («) Deci, pentru a cerceta dacă trei drepte sunt Concurente, vom caută să vedem dacă există trei numere u, v, w, astfel ca relația (a) să fie identic verificată Nu există un procedeu general pentru determinarea lui w, v, w, și fiecare problemă de acest fel se rezolvă în alt mod Totuși, în corpul acestei lucrări, vom considera două, trei probleme de acest fel 33 Aplicații I Să se arate că mijloacele diagonalelor unui patrulater complect sunt colineare Fie patrulaterul complect А В C D E F (Fig 17) ale cărui diagonale sunt: AC, BD, EF Să luăm ca axe de coordonate: AD ca Osc și AB ca Oy Să însemnăm coordonatele punctelor D, F, В, E cu : D(d,o), F(f,o), В (o,6), E (o, e) Fig 17 32 Pentru a găsi coordonatele vârfului C, vom rezolvă ecua>-țiile : ale dreptelor DE și BF și avem : Г be (d — f) fd(b — e)J [ X db — ef’y~ bd — ef J Să aflăm coordonatele mijloacelor M, N, P ale diagonalelor AC, BD, EF : găsim : be(d — f) fd (b — e) 1 ( d b\ p M 2(bd — ef)’2(bd — ef)]’ W 2 V2 ’ 2' Vom calculă determinantul i X’i У1 1 У'2 1 Л’з Уз 1 care se mai scrie : 1 2?(bd — ef) be (d — f) jd (b — e) 2 (bd — ef) 2 (bd — ef) d ■ b 2 T 1 be (d — f) fd (b — e) 2 (bd — ef) d b 2 /' e 2 Se va arătă că acest determinant este egal cu zero, și deci mijloacele diagonalelor vor fi colineape II Să se arate că medianele într’un triunghi sunt concurente Vom luă ca axe de coordonate laturile AB și AC ale triunghiului AB C (Fig 18) Să însemnăm coordonatele punctelor В și C cu В (Ь, o), C (o, c) Să sorim ecuațiile celor trei mediane Coordonatele punctului A', mijlocul lui BC, sunt: Fig 18 33 Ecuația medianei AA' este : у = x; (AA') cx — by = 0 Coordonatele punctelor B' și C, mijloacele laturilor AC și AB sunt: v c h B'(0> съ°)’ Ь O C O) C iar ecuațiile medianelor BB' CC' sunt : X у h + o c = 1, X b sau : 2 (BB') cx + 2 by — bc~ 0, (CC') 2 cx + by — bc = 0 Să formăm determinantul B 6', CC' și avem : coeficienților medianelor AA', c — b c 2b 2 c b 0 — bc — bc ceeace probează că aceste trei mediane sunt concurente Medianele se văd că sunt concurente aplicând observarea dela paragraful 32, căci avem : (AA') — (BB') — (CC') = 0 Coeficienții u, v, w, din acea observare, sunt în acest caz egali cu : 1, — 1, — 1 și s’au dedus luând în considerare formele ecuațiilor dreptelor AA', BB', CC' 34 Să se afle ecuația unei drepte ce trece prin intersecția altor două Fie : Ax + ~Qy + C = 0, A'x + B'y + C' = 0 dreptele date și (,r0, ’ ceea ce probdază că: Аж, + В//, + С, Аж2 + Bi/2 + С au aceleași semne In mod analog se vede că dacă A, și A , sunt de o parte și de alta a dreptei D Ax+ В у + С = 0, MA1 : МА2 0, 0=/=0 Pentru aceasta, construim dreapta Ax fi-B у 4- 0=0 (Fig 20) Pentru toate punctele unde se află origina, expresiunea A x -J-B у -fi- 0 va avea a-celaș semn, care se obține înlocuind pe x și у cu (0,0), coordonatele originii Semnul depinde de acela al lui C Dacă G > 0, semnul expresii A x + В у + 0, in regiunea unde este origina este pozitiv și în cealaltă regiunea va avea semnul minus- Dacă 0 0, Зх у + 1 0 Să construim dreptele (Fig Fig 22 vom vedea că: x+2 y=l > 0 acestei regiuni, are semnul +, regiuni are semnul — Putem formă tabloul: x+2 y=O, 3x—2 y+5 = 0 Să vedem ce semne are expresiunea: ж+2 у în cele două regiuni în care a înpărțit planul ""5C dreapta: r+2 ?/=0 Pentru aceasta vom înlocui pe x și у cu coordonatele unui punct al axei Ox, adică: x=l, y=0; Deci, pentru toate punctele pentru punctele celeilalte Regiunea I II III IV x + 2 у — + + — 3 x—2 t/+5 — — + + (ж+2 у) (3 x—2 y+5) + — + — Prin urmare, în regiunile 1 și III expresiunea dată este pozitivă Distanța dela un punct la o dreaptă 38 Altă formă a ecuații linii drepte Ecuația normală a linii drepte O dreaptă dată poate fi definită (Fig 23) prin lungimea OD a perpendicularei din origină pe această dreaptă și prin unghiul Ѳ ce-1 fac această perpendiculară OD cu axa Ox In adevăr, fiind cunoscute distanța de la origină la dreaptă, lungimea OD=p, și unghiul Ѳ, pentru a construi dreapta, vom dace un cerc cu centru în origină și cu raza p, vom duce raza OD ce face cu Ож unghiul Q și tangenta la cerc în punctul D este dreapta cerută Acestea fiind stabilite, să însemnăm cu d distanța CM0, a punctului Mo (ж0, y0) dat, pânăla dreapta considerată Să proectăm conturul ODCM, pe dreapta OD și vom avea : pr OD + prDC + pr CM0 = p + 0 + d — p + d Lăsând din Mo perpendiculara M0Po pe Ox, proecția conturului OP0M0 este egală cu a conturului ODCM0 (§ 9 ) Proectând conturul OP0M0 pe OD, avem : pr OP0M0 = pr OP0 + pr P0M0 — OPo cos DO ?0+P0M0 cos prOPoMn=a;ocos0+î/ocosCMoPo=a;ocos0+i/ocos/ — DO Po j pr OP0M0 = ж0 cos Ѳ + y0 sin Ѳ Insă : pr ODCMo = pr OPoMo; deci: 40 ж0 cos Ѳ + y0 sin Ѳ = p + d De unde : x0 cos Ѳ + y0 sin Ѳ — p = d = OM0 Această relație ne dă distanța d dela Mo (ж0, p== ' V A2-ț-B2 V A3+B2 V' A2-pB2 înlocuind : cos 0, sin Ѳ și p în relația ți) distanța dela punctul Mo (ж0, y0) la dreapta : A x -|- В у -ț- C=0, este : d = + (A + B y0 -b \ A 2+ B2 Vom luă înaintea acestei expresiuni semnul -ț- sau —, astfel în cât distanta să fie reprezentată de un uumăr pozitiv Pentru a determina semnul ce trebue luat, se va cercetă în ce regiune a planului este punctul Mo față de cele două regiuni în care dreapta : Аж -Ь В у -ț- 0 = 0 înparte planul Expresiunea distanței trebuind să fie pozitivă, se va lemnul -ț- dacă Mo este în regiunea planului unde Аж -ț- Ъу O are semnul -ț- și se va lua semnul —, dacă Mo este în regiunea unde А ж -j- В у -ț- C are semnul — 40 Aplicații I Să se afle ecuația bisectoarelor a două drepte Fie: Аж -ț- Ъу -ț- С = о, А'ж 4- B'y 4- O' = 0, 43 ecuațiile a două drepte, în raport cu două axe perpendiculare Pentru a găsi ecuația unei bisectoare, a unghiului acestor drepte, va trebui să sciim că distanțele unui punct oarecare al bisectoarei, de coordonate (x, y), la cele două drepte, sunt egale; deci : A x 4- В у -|- C | А'ж | В'г/ + В' \ A2 -f- В2 ~ V A'2 -f- B'2 Luând semnul -ț-, vom obține ecuația unei bisectoare, iar pentru semnul —, ecuația celorlalte bisectoare, una fiind bisectoarea interioară și alta cea exterioară Pentru a determina care din bisectoare se obține luând semnul + sau —, se va substitui în expresiunile : -g A®-|-By С А'ж -}- В'г/ -f- 0' V' A2 + В2 1' A'2 + B'2 -g,, А ж 4~ В г/ -j- С , А'ж + В'г/ 4~ C \ A2 -|- В2 V A'2 + B'2 care sunt primele membre ale ecuațiilor bisectoarelor, coordonatele unui punct M al dreptei: А x -|- В у -f- C*=o și a altui punct M' al dreptei: А'ж -]- В'г/ -f- C' = o Dacă rezultatele înlocuirii în E vor fi de acelaș semn, urmează atunci că punctele M și M' sunt de aceiași parte a dreptei: А ж -|~ В г/ -|~ С А'ж + В'г/ -j- С' 1 А2 + В2 А'2 4- В 2 iar aceasta este bisectoarea exterioară Calculând rezultatele înlocuirilor în E' ale coordonatelor punctelor M și M', se vor obține rezultate de semne contrarii; deci M și M' sunt de o parte și de alta a a dreptei: А ж -f- В г/ -|~ C А'ж -ț- В'г/ -f- C' V A2 -f- B2 A'2 4- B'2 iar aceasta este bisectoarea interioară Exemplu Ecuația bisectoarelor unghiului ascuțit al dreptelor : Зж — 4г/Ч-4 = 0, ж — 2 = 0, 44 va fi: 3 x —■ 4 у 4- 4 x — 2 V 9 + 16 1 sau : 3 x — 4y-[-4 = -ț-5(x — 2) Pentru a vedea care din dreptele : 3 x—4 у 4—5 (x—2) = O, 3 x— 4y 4 -]-5 (ж—2) =0 este bisectoarea interioară și care este cea exterioară, vom substitui în expresia: 3 x — 4 у 4 — о (ж —-2) pe rând coordonatele unui punct M al dreptei Зж—4 y-\-4=0 și a unui punct M' al dreptei: ж—2 = o, astfele ca punctele M și M' să fie pe porțiunile acestor drepte care formează unghiul lor ascuțit In cazul nostru (și de obicei așa se procedează în practică), punctele 31 și M' le alegem tocmai punctele unde laturile: 3 x—4 у 4 = о, ж—2=0, ale unghiului, taie axa Ож Vom avea: M ( - у , o), 31' (2, 0) înlocuind în : E 3 ж — 4 у -|- 4 — 5 (ж — 2), 4 întâi : ж = — , у\ = 0, avem: E > 0 ; îitlocuiud acum pe ж cu 2, obținem iarăși : E > 0; Rezultatele fiind de acelaș semn, dreapta : 3 ж — 4 у 4 — 5 (ж — 2) = О este bisectoarea exterioară, iar : 3 ж — 4 у + 4 + 5 (ж - 2) = О bisectoarea interioară II Suprafața unui triunghi în funcțiune de coordonatele vârfurilor Fie : А (жп г/і), В (ж2, у ,}, С (ж8, г/8), vârfu- 45 гііѳ triunghiului dat însemnând cu d înălțimea vârfului A (distanța lui A la BC), avem : Supr ABC = J BC d Zi Insă : BC2 = (a?2 — ®3)2-ț-(y2—Уз)* i BC = yC«2 ~«з)2+4Л>—Уз»2-Ca să aflăm pe dt trebue să cunoaștem ecuația dreptei BC; această dreaptă trecând prin două puncte, ecuația ei va fi: x (Уз — Уз) — У («2—a?3) + Уз — жз Уз = О- Deci, distanța punctului A yx) la această dreaptă va fl: & Xl (Уз Уз) У1 (X3 XS) ~4~ X3 Уз хз Уз + 4 te2 — ж 3) 2 -ț- (у2—у3)2 înlocuind în formula suprafeței, avem : Supraf ABC=-|- * [^(y,—y3)—y^ —a;3)-|-a?2 Уз~жз Уз] Această egalitate se mai poate scrie și determinant : supt formă de- Supr ABC = -|- g а?! У1 1 •r2 Уч 1 а?з Уз 1 Semnul trebue ales astfel ca suprafața să fie pozitivă Observare Când punctele A (a?j, ух), В (ж2, y2), C (ж3 y3) sunt colineare, suprafața triunghiului ABC este nulă și deci condiția ca punctele (xu y ) ( r2, y2), (ж3, у ) să fie colineare este: У, 1 Ж2 У2 1 = O хз Уз 1 46 Exerciții 1 Să se afle ecuațiile laturilor triunghiului ale cărui vârfuri sunt: (2, 3), (4,-5), (-3,-6) R аз—7 i/=36, Паз — 5y = 3, 4аз -|- у = 11 2 Să se afle ecuația dreptei ce trece prin punctele : (a b\ (m a + n a> m b + n b'\ /’ \ m + n ’ m-|-7i / „ V—b ab' — ba' n , b'— b R у — аз =0, у—b = -(аз—a) a —a a' — a a'—a 3 Să se afle distanța dela origină la dreapta : а (аз—a) b (y~b) =0 R - \ a* + b* 4 Să se afle ecuațiile laturilor și medianelor triunghiului : (5, 0), (1, 2), (-3,-2) • аз—4 y=5, аз—у -|- 1=0, (laturi), (median e) R x 2 у = 5, у = 0, аз = 1, аз—2 у =1 5 у 4- 10 =0 se rezolvă primele Să se arate că dreptele : 2 x -f- 3 у =13, 5 x — у =7, аз — 4 se taie în punctul (2, 3) R Se arată că dreptele sunt concurente și două ecuații 6 Să se afle diagonalele patrulaterului ale cărui laturi sunt: 4 аз—у—3=0, 2аз + Зу—5=0, баз -|-2 у —4=0, 2аз-|-2г/-|-1=0 R Se construesc aceste drepte și se caută punctele lor de in- 1 Se aplică apoi tersecție Găsim: (1, 1), (—2,3),^— 2 )’ ( 2 formula ecuației dreptei ce trece prin două puncte 7 Să se afle înălțimile triunghiului ale cărui vârfuri sunt : (2, 1), (3,-2), (-4,-1) R Se va aplică ecuația unei drepte ce trece printr’un punct și perpendiculară pe alta ce trece prin două puncte Se găsește: 7 аз—у = 13, 3 аз-|-г/=7, 3 у—аз = 1 8 Să se scrie ecuațiile înălțimilor triunghiiflni al cărui laturi sunt: аз—2 у=2, 2 аз -|- У =2, аз—у 1=0 65 abil P al dreptei D cu punctul A și ее cere locul geometric al punctului M c: re împarte dreapta AP în raportul: PM : МА = K R le ia D ca Ox și perpendiculara din А pe В ca Oy P (X, p), A (o, a) Locul este o dreaptă paralelă cu D 7 Dintr’un punct R variabil pe o dreaptă fixă D se lasă perpendicularele RP și RQ pe laturile OA și OB ale unui unghi dat Să se afle locul geometric al punctului M, așezat pe PQ, astfel ca : MP : MQ = K R Se ia OA ca Oa? și perpendiculara pe ea în O ca Oy Se scrie ecuațiile dreptelor D si OB, fO) — Ax -|- Вг/ -|- O = o (OB) у — mx = 0 R (Z, 4); deci: A Z + В f l 4” O = o Se calculează coordonatele punctelor P și Q și pe urmă ale lui M Se elimină Z, ț l între: А X + В ц -|- O — o și ecuațiile care dau coordonatele punctului M: z + к 1 ~l~ Km (пці Л) 1 + К ’ y - (1 m2) (1 K) Locul este linia dreaptă : 1 + m2 + К К m К m К m? А В X (1 -|- К) (1 -f- 7П2 ) у (1 -4- К) (1 4- да2 ) — С = 0 8 Fie Р și Q punctele de intersecție ale unei drepte variabile cu laturile OA și OB ale unui unghi dat AOB In punctele P si Q se ridică perpendiculare pe OA și OB care se taie în M Să se afle locul geometric al punctului M, când secanta variind, avem: OP4- OQ =K (constantă) R Se ia OA ca Ox, perpendiculara în O ca Oy P (Z> o) Fie « unghiul pe care OB îl face cu Ox și OQ = 4, Q (4 cos 4 sin «) ; 4- Л = ]£ Se elimină Л și [l între ecuațiile perpendicularelor si Л 4- 4 = K Se găsește dreapta: у — (К — x) sin « 4- cotg « [ ,r — cos « (K —x) ] = o 9 Se dau două puncte fixe C și D așezate pe o paralelă la dreapta AB, definită prin punctele A și B Se unește un punct P variabil cu O și D și fie M și N intersecțiile dreptei AB cu PC și PD Să se afle locul punctului P știind că avem : AM : NB = K R Se ia ca Ox dreapta A B, ca О у perpendiculara în А В (fi o), O (c, a), D (d, a); P (a?o, y = В wi» = — % D ’ 3 В ’ 2 В3 ЗА 9 A D + В 3 Find dat fascicolul de drepte : A x* -|- В xi 2 у fl- C xs y2 4- D x să se afle condiția : a) ca două din razele fascicolului să b) ca fascicolul să fie format din doi diculare R a) wi] m3 = —1, i i r D m\ + 1?,2 + тъ + i (mi + wi2) (wi3 + mt) + mi m-i + ma m, = , ???] т„ (тз + т^ >и3 ?п4 (?П| + т2) = — тг — и ’ А D • 2 В2 «А + - -9 Г1у = С D- Уа + Еі/ 4=С, fie perpendiculare; iă perechi de drepte perpen- mi m2 m j = A E 93 2 ж (а — а) 4 fi у — у -|- с = О, 2 х ( а — а') -|- 2 /? у — у -1- с = О, vom scrie că prima ecuație e verificată pentru x = а, у = O, iar a doua, pentru x = а', у = O, Obținem deci 2 a (a — ti) — у -ț- c = O, 2 a' (a — a1) — у c = O, Va trebui să eliminăm pe у între aceste două ecuații, care conțin coordonatele a ale unui punct al locului geometric Scăzând, avem a — {a -|- aj — 0 relație care probează că locul eeometric al centrului (a, fi) cercului variabil, este dreapta: x — ( a -J- u‘) = 0 VIII Fie О unul din punctele comune a două cercuri secante 0 fi О' O dreaptă variabilă dusă prin O le taie in P și P' Să se afle locul geometric al mijlocului segmentului PP', când secanta PP' se învârtește în jurul lui O Luând axul lor radical ca axă Oy și perpendiculara în O ca axă Ox, ecuațiile cercurilor sunt : C = x2 -|- y2 — 4 ax — 2 by = O, C = x2 + y2 — 2 a'x — 2 $/ = 0 Ecuația unei secante ce trece prin origină este У = ke„ Coordonatele punctelor P și P' se obțin rezolvând pe rând ecuația unui cerc și a secantei Se obține : p / 2 a -j- 2 &Z 2 a -f- 2 &Z\ p, /2uz—|— 2&Z ,^2й -j- 2 ftZ\ 1 + Z2 ’ T-Ь Z2 >’ ' 1+Z2’ k 1 -f- Z2 / Coordonatele mijlocului M ale segmentului PP' sunt : x - a -j— a —I— 2 b Z a —I— a —|— 2 bk 1 + Z2 y 1 + k>- z (1) 94 Locul lui M se obține eliminând pe Z între aceste ecuații Inpărțindu-le, avem : у = Zcc, Z = — x înlocuind pe Z într’una din ecuațiile (1), găsim, după ce am simplificat cu у (adică am înlăturat porțiunea din locul geometric format de axa Osc), «2 4- y- — (a + a') x — 2 by = 0; deci locul geometric este un cerc ce trece prin origină și are acelaș ăx radical cu cercurile date IX Fie CD polara unui punct fix P în raport cu un cerc 0 variabil ce trece prin două puncte fixe A și B însemnând cu E centrul acestui cerc, să se afle locul geometric al punctului de intersecție a polarei CD cu dreapta EP Luând ca Ox dreapta AB și perpendiculara pe mijlocul ei ca axă Oy, să notăm : A {a, 0), В (—a, 0), E (0, Z), Z variabil Ecuația cercului cu centrul în E și trecând prin A ■și В este : «2 + -У — Z)-’ = «2 | /2, sau : *2 + У2 — 2 Z у — «2 = 0 (I) Punctul P fiind dat, coordonatele sale sunt (p, q) Polara acestui punct față de cercul (I) este : P X 4- q у — Z (q -|- у) — a 2 = 0 (П) Ecuația dreptei EP fiind : q — Z У — Z = x, (IU? locul geometric se obține eliminând pe Z între (II) și (III) Aceasta se face scoțând din (II) pe Z și înlocuind în (III) Avem pentru ecuația locului geometric : p x- y2 — (q2 + p2 -|- a2) x -|- p = 0, care probează că acest loc este un cerc cu centrul în punctul: (p2 + q2 + a2 \ 2 p ’ 95 și cu raza egală cu : (p2 + q* + a*)* K- - Г, , - — a* p 4 p X Să se afle ecuația cercului circumscris triunghiului ale cărui laturi sunt reprezentate de ecuațiile у = 3, ;» + т/ + 1 = О, x — у — 1 = 0 In general, fie Dj — 0, D2 — 0, D3 — 0 ecuațiile a trei drepte Ecuația Dț D2 + X D2 D3 + (ti D3 Dj = 0 reprezintă o curbă ce trece prin punctele comune dreptelor Dj și D2, D2 și D3, D8 și D1? adică prin vârfurile triunghiului format de aceste trei drepte In cazul nostru o curbă circumscrisă triunghiului formal de dreptele у —3 = 0, x + у + 1 - 0, x — у — 1=0 este (у—3) (яН-р+І) + X (ж+г/+1) (ж—у—1) + р (х—у—1 (у—3) = О, X și (ti fiind doi parametri variabili Dezvoltând, avem: X X2 + (1 + (tl) xy — (1 X — /l) 7/2 — 3 X (1 + //) + 2 (— 1 — X + /і) у — 3 — X + 3 /I = 0 Pentru ca această curbă să fie un cerc, trebue să avem X = 1 — X —(ti, 1 + (ti - 0; de unde (ti — — 1, Â = 1 Ecuația cercului este : x2Jry2 Q(/ 7 =0 XI T fiind punctul de contact al unei tangente variabile la un cerc O, să însemnăm cu C punctul unde această tangentă taie un diametru fix AB al cercului O Să se afle locul geometric al piciorului perpendicularei lăsate din O pe bisectoarea unghiului ascuțit OCT, când punctul T variază pe cercul O 96 Luând diametrul AB ca Ox și perpendiculara în O ca Oy, ecuația cercului O este : ж2-|-г/2=а2 ОА=я, A («, о), В (—a, o) J 1 însemnând cu Ѳ unghiul AOT, coordonatele unui punct variabil al acestui cerc, se pot exprimă in funcțiune de un parametru variabil, anume T (x=a cos Ѳ, у = a sin Ѳ) Ecuația tangentei în T la cerc fiind x cos Ѳ -|- у sin Ѳ — a=0, coordonatele punctului C sunt c (—o) \cos Ѳ / Ecuația bisectoarei unghiului OCT este x cos Ѳ-\-у sin Ѳ—a + y= 0 Pentru a vedea semnul ce trebue luat, vom înlocui coordonatele origini și ale punctului T; rezultatele înlocuirii sunt: — a, + a sin Ѳ Presupunând T deasupra axei O r (Ѳ 4 Ridicând la pătrat, obținem: («/o — mxo)2 = R2 (1 + wi2) De unde; m2 (ж02 — R2) — 2 m x,> y0 4- yQz — R* = 0 Aceasta este ecuația ce dă coeficienții unghiulari ai tan 104 gentelor duse din M (x0, y0) la cerc însemnând cu m și m" coeficienții acestor tangente și cu v unghiul tangentelor, va trebui să avem : V = ConSt, tg V - - К, К = ’ s ’ 1 4- m m Insa : m — m" - R v42 3 * * * * + y02 - R8 ж02 — R2 У o2 — R2 m' = ®02 — R2 • Relația de mai sus devine: K = 2 R у/ж02 4- y02 — R2 ®o2 + У o — 2 R21 care se descompune în: ' ж 2 4- и 2 2 R2 G 1 + K2 + !)• жо “И Уо — - Aceasta probează că locul punctelor M se compune din două cercuri concentrice Exerciții 1 Să se construiască cercurile: x2 -ț- y2 — & x — 8 у — 24 = 0, x2 -ț- у2 — 2 x = 0, x2 -ț- у2 — 6x — 16 = 0, 2 x2 -ț- 2 y2 — x = 0, 4x2 -ț- 4 y2 — 4 a: -ț- 16 у -ț- 19 = 0, x у—6 у 8—x 2 Să se afle ecuația cercului ce trece prin origină și determină pe axele O® și O y, lungimile OA = 2a, OB = 2 b R (x — a) 2 + (y — b)2 = a2 + b2 3 Să se afle ecuația cercului cu raza egală cu 13 și care este tangent dreptei 6x 4- 12 у — 124 = 0 în punctul de abscisă 8 R (x - o0“ + (y - /?)2 = 13“ Se calculează coordonatele (8, 7) ale punctului de contact; se 105 scrie apoi că distanța dela centrul (a, jS) la dreaptă este egală cu 13 și că perpendiculara din centru pe dreaptă trece prin (8, 7) 5«4-12/?—124=4-169, 12a—5/5=61 4 Să se afle ecuația cercului ce trece prin punctele (2,0), (—2,0) și tangent dreptei: 3 x — 4j/4~6 = O Să se explice pentruce se obține o singură soluție;? Se scrie, că distanța centrului la dreaptă este egală cu raza Se obține : 8 3 Punctul (—2,0) aparține dreptei date 5 Se dau două puncte fixe A și В și un punct ,0 variabil pe un cerc cu centrul în A și având raza R Să se afle locul geometric al mijlocului M al segmentului BC R В (a, 0), 3:24-2/2—R2=Q, C (Z, Ц) & -f- ,«2=Ra Coordonatele mijlocului sunt: Se elimină Я și f i Locul este cercul: 4 x2 4- 4 y2 — 4 ax -ț- a2 — R2 = 0 6 Să se afle polara punctului (4,5) în raport cu cercul: ®2 4* 2/2 — 3 x — 4 у = 8 R 5x 4- Qy — 48 = 0 7 Să se afle polul dreptei: 3x 4 у — 7 = 0 în raport cu cercul: x2 4“ 2/2 — 14 = 0 R (6, 8) 8 Să se afle polul dreptei: 2 x 4~ 3 у — 6 = 0 în «-aport cu cercul: (x — l)2 4“ (У — 2)2 = 12- R (—11, — 16) 9 Să se afle ecuația unui cerc de rază R tangent la axele de coordonate R (x —R)2 4- (y — R)2 = R2 10 Să se afle ecuațiile tangentelor în punctele unde cercul: 106 х2 у2 — 4 x — 1 Оу -|- 13 = о taie axa Оу R Я’+т/Ѵ З =5Ѵ з —6, се—7/Ѵ'3 = —б\л3—6 11 Un cerc trece prin punctul ,(3,5) și taie axa Oy în punctele A, B, astfel că: OA = 4, OB = — 2 Să se afle ecuația cercului, centrul și raza R {x — «)2 -| (y — = R2 Se face x = o, și se scrie că ecuația obținută are rădăcinile 4 și — 2 Se scrie că trece și prin (3,5) 9 x2 -j- 9 y2 —• 48 x — 18 у — 72 = o, 12 Să se scrie ecuația cercului ce trece prin punctul (0,2) și este tangent în origină la dreapta ■ у 2 x = o ' R ic2-j-y2—2ax—2/jy=0 Trece prin (0,2), deci (î=l Se scrie tangenta în origină și se identifică cu : 2x-j-y=0 Avem: o:2 2/2 — x — 2 у = O 13 Să se afle ecuația cercului cu centrul în punctul ,(3,1) și tangent la dreapta r 3x -j- iy + 7 = O R (x — 3)2 + («/ — l)2 = R2- Se scrie că distanta dela (3,1) la dreaptă este egală cu R Se obține: x2 -j- y2 1— 6 a? — 2 у = 6 14 Să se afle ecuația cercului cu centrul în (3,1) și tangent cercului: x2 + у2 r]- 2 x + 6 у = O R (x — 3)2 + (у — l)2 = R2 , Se scrie că distanta punctului (3,1) la axul radical al cercurilor este egală cu R Se obține : R=V"2 (t—К fi) 15 Se dau două cercuri de aceiași rază, centrul unuia fiind pe celălalt cerc Să se afle ecuațiile tangentelor duse în unul din, punctele de intersecție ale cercurilor și unghiul acestor tangente R Se ia ca O® linia centrelor și ca О у coarda comună Ecuațiile cercurilor sunt: (x — a)2 -j- y2 = 4 a2, (x -j- »)2 y2 = 4a2 107 Se scrie tangentele în punctele (0, 3), (0, —яу/З)- Unghiul lor este de 1201 16 Să se arate că axele radicale a trei cercuri, luate două câte două, sunt concurente într'un punctj numit centru radical al cercurilor Să se caute coordonatele acestui punct R Cercurile sunt: Ox = x2 -|- У2 + 4-2 &i у 4- ci = o> C2 = x2 -j- y2 -j- 2 a2x -ț- 2 b2 у -ț- c2 = o, O3 = x2 4- y2 4- 2 a3 ® 4- 2 bs у -|- c3 = o Axele radicale sunt: Сх — C2 o, C2 — C3 O) C3 — Ct o Avem: (Cx — C2) -|- (C2 — C3) -|- (C3 — Cx) — o Se rezolvă: Ct = C2, C2 = C3 și se află coordonatele centrului radical 17 Se dau o dreaptă D și un cerc C Dintr’un punct M variabil al dreptei D ca Centru și cu o rază cât tangenta dusă ia cercul O, se descrie un cerc C' Să se arate că cercurile ,C' trec printr’un punct fix R Se ia D ca Oy și perpendiculara din centrul cercului 0 ca Ox Avem M ( О, Я) și : C=x3-j-y3-j-2ax-j-b =o, c- = + (У- AC BD a2 — aa Clț—|— CI (X a2 (a2—a2) P p fi2 Se observă (1) AC BD = a2 Se arată că între coeficienții unghiulari ai dreptelor ОС, OD există relația de perpendicularitate 19 Fie AB o Coardă fixă a unui cerc dat și M un punct variabil al acestui cerc Din mijlocul coardei AM se lasă o perpendiculară pe БМ care o taie în P Se cere locul geometrici al punctului P R А (а,о), В (—a,o), x2 -|- y2 — %by — a2 = O Ecuația unei drepte variabile BM este: у = Z (®-|-a) (1) Coordonatele lui M se obțin din rezolvarea ecuații (1) și a cercului și după ce am divizat cu x -p a, avem: /a-|-2 Z;Z— R Se ia ca O® și ca Oy dreptele AB și AC (perpendiculara în А pe О®) C (0, Z), В (a, 0) 1° Se elimină Z între ecuația cercului și a polarei lui B 2°, Se elimină Z între ecuațiile dreptelor CB și polarei AM Se găsește; 1°) x2 -|- y2 — 2 ax = o; 2°) x2 -|- y2 — ax = o , 26 Fie M un punct variabil al unui cerc de diametru AB, cu centrul în 0, astfel că O A = 2a 1°) însemnând cu a și coordonatele punctului M, să se scrie ecuațiile cercurilor circumscrise triunghiurilor MOA și MOB 2°) Să se arate că distanțele centrelor P și Q ale acestor cercuri la dreapta AJB! au un produs1 constant, 3°) Să se afle locul geometric al punctului de intersecție a dreptelor AP și BQ R Se ia AB ca Oa; și perpendiculara în O pa Oi/ Se notează ordonatele punctelor P și Q cu Z și ( 1 (MOA) (ж-д)2 + (i/—Z)z=a2 + Z2, a2+/?2=4a2 1°) ®2—|—?/1—2 ax—2^y=G, x 2-\-y2-\-2ax—tiy=Q>, cu condițiile : a2-|-/î2 — 2 a a — 2 Z/î= 0, aa—2 nP=O ; ct2-|-/?2—2act c>!2 | /Î2 | 2aot , a (2a—ct) a(2a-\-ct) 2/î ’ 2(i ' t - 2°)Z /1 = «2 8°) x2 -|- y2 = 4 a2, chiar cercul de diametru AB 27 Să se afle locul punctelor M, astfel că A și B fiind două puncte date, să avem: a MA2-|-b MB2= K2, 111 а, Ъ, К fiind cantități date R A(d, o), В (—d, o), M (x,y) a[ (tc—d)2 + t/2] + b [ (»+d)2 + z/2] = № 28 Să se scrie ecuația bisectoarei unghiului ascuțit ce face cu Oy dreapta: 3x—4j/-|-4 = O Să se scrie apoi ecuația cercului tangent în origină la dreapta ce face cu Ox unghiul1 a și trecând prin punctul unde bisectoarea de mai sus taie pe O® Presupunând a variabil, să se afle locul geometric al centrului cercului precedent R Punctul unde bisectoarea taie axa Ox sunt I , 0 \ 2 ’ + (y—^)2 = ^2+ dentifică cu: y=x tg « Avem : Se scrie tangenta în origină și se i- 2 tga x2-j-yi-j-x—у cot a=0 Locul centrelor este: x = 1 2 ’ 29 Se unește un punct M al axului radical a două cercuri de centre A și В cu centrele și se ridică perpendiculare în A pe AM și В pe BM Se cere locul geometric al punctului de intersecție a acestor perpendiculare, când M variază pe axul radical R Otc este AB, Oy este axul radical M (0, Я) Locul este: x = a -|- b 30 Se dau punctele А, В, C, D pe o dreaptă Se duce un cerc O tangent în A dreptei AB și un cerc O' trecând prin В și Д și care taie cercul O în punctele M și N Să se arate că cercul circumscris triunghiului DMN taie dreapta AB într’un punct fix R A(0, 0), В (b, 0), C (c, 0), D (d, 0) (O)ZZ x2+y— 2 и у =0, (О') — x2-1- у2—(b-ț-c) ж-|-2Тлг/ -|- bc=O (DMN) tc2-|-y2—(b-|-c) x-j-2Vy-j-bc-j-^ (xs-hy2—2 и у) = 0 Se scrie că acest cerc trece prin D (d, 0) Se face y=0 n (b-|-c) d—d2—Ъ c k ’ d2 ’ 31 Să se arate că axul radical a două cercuri este echidistant de polarele unuia din centrele de asemănare R Se ia axul radical ca Oy, linia centrelor ca O® x2 -|- y2 — 2ax c = o, x2 y2 — 2bx -|- o = o Se calculează coordonatele centrului de asemănare extern: и R b — R'a R — R' 112 R și R' fiind razele cercurilor Se arată că abscisele punctelor unde polarele taie axa Ox sunt egale și de semn contrar 32 Să se scrie ecuația unui cerc ce trece prin A («, b) și tangent dreptelor: x -|- у =’ O, x — у = O /j se numesc coordonatele po- lare ale punctului M Un- Л/ ghiul Ѳ variază dela 0° // la 360°; r se mai nume- -\r ște și raza vecioare a pune- p tului M ' Prin urmare, unui sistem pțg IV de coordonate polare (г, Ѳ ) îi corespunde un singur punct M, pe când unui punct M- îi corespunde o infinitate de coordonate, date de expresiile : r, 2 X ir 4- Ѳ; — r, (2 К + 1) n — Ѳ, К fiind un număr întreg oarecare Se alege dintre acestea numai va lorile r și & O, sau : — a , Oy), (Ox, OY), coordonatele punctului Mj în raport cu aceste sisteme, sunt: x= OP, у = PM; x = OP, Y = РМ, * Punctul Mj (x, Y) descrie cercul: Ж2 Y2 = a2 din relația (I) rezultă : b a b y У Y a (II) înlocuind pe Y în ecuația cercului, vom avea : 127 sau : а2 x2 -|- у2 = а2 Ъ2 — + у2' = 1 а2 b2 Aceasta este ecuația locului descris de M, care probează că proecția cercului de diametru AA' = 2« pe un plan ce trece prin acest diametru și care face cu planul cercului un unghi al cărui cosinus este & , este o elipsă a cărei axă mare este a AA', iar jumătatea axei mici b Cercul descris pe axa mare a elipsei, se numește cercul principal al elipsei 67 Elipsa definită ca alt loc geometric Construcția elipsei prin puncte Fiind date două cercuri concentrice de raze a, b (Fig 28), să ducem prin origină o secantă, care le taie în Mj și M2 Paralelele din M2 la Ox și din Mj la Oy se taie în M Să găsim locul geometric al punctului M Însemnând cu а unghiul variabil rrOMp coordonatele punctelor Mj și M2 sunt: Mx (acosa, a sin a), M2 (b cos a, у Fig 28 b sin a); deci coordonatele lui M sunt: x = a cos a, x = b sin a Să eliminăm pe a între aceste două ecuații Avem : x у cos a = —, sine = ” : a b înlocuind în : sin2 а -ț- cos3 а = 1, ecuația locului descris de M va fi : x2 a2 У2 b2 128 adică o elipsă a cărei axă mare este AA', cu cercul director, cercul de diametru AA' De aci, rezultă o construcție a elipsei : a 2 , y2 а2 b2 Vom descrie două cercuri concentrice cu razele a, b și ducând o secantă variabilă prin centrul lor, vom obține punctele Mj și M2: paralela la Ox prin *M2 și la Oy prin Mj se taie în M, un punct al elipsei date Tot de aci mai rezultă ale unui punct al elipsei: x2 a2 în funcțiune de un parametru variabil a, și anume : x = a cos а, у = b sin a că putem exprimă coordonatele (x, y) y2 b* 68 Construcțiuni geometrice asupra elipsei Considerând elipsa ale cărei axe sunt AA' și BB' ca proecțiunea unui cerc de diametru AA', putem să facem mai multe construcții 1 Construcția tangentei într’un pnnct al elipsei Fie AA' cercul care proectat dă elipsa (Fig 29) Să considerăm punctul Mj a cărei proec-ție este punctul M al elipsei Pentru a găsi acest punct, trebue să cunoaștem proecția В a punctului Br Proecția dreptei B1; М, R fiind BR, punctul M se află la intersecția acestei drepte cu perpendiculara МгР pe AA' Tangenta la elipsă în M este proecția tangentei M, T cerc în adică dreapta MT II Construcția punctelor de intersecție a unei drepte cu o lipsă Să găsim punctele de intersecție ale unei drepte cu o elipsă al cărei cerc director este cercul de diametru AA' (Fig 29) Proecția dreptei B, A fiind В A, să însem la e-D 129 năm cu Q punctul unde se taie dreptele D și BA Punctul Qj, corespunzător în planul cercului, se obține ducând prin Q perpendiculară pe O A, care taie pe A în Qr Unind pe Qj cu punctul S unde D a tăiat pe A A', se obține dreapta Dj în planul cercului, a cărei proecție este D; D, taie cercul în Mj șiM'j Aflăm punctele M, M' corespunzătoare lui Mj și M'j, ducând din Mn M\ perpendiculare pe A A' care vor tăia dreapta D în punctele M și M' A-cestea sunt punctele unde dreapta D a tăiat elipsa III Construcția tangentei dusă dintr’un punct la elipsă Fie P un punct în planul elipsei al cărei cerc director este cercul de diametru AA', sau ale cărei axe sunt AA' și BB' Tangentele din P la elipsă, țin astfel ( Fig PB' taie pe AA' se duce B\ S ce taie per- 30 duse se ob- 30) : în S ; pendiculara din P pe AA' în Pr Se duc din Pj cele două tangente Pj Mj și Px Nj la cerc B\ taie pe AA' în R, iar perpendiculara din Mx pe A A' taie pe B' R în M; perpendiculara din Nt pe AA' taie pe PE (E fiind intersecția lui Pj Nj cu A A') în N Tangentele duse din P la elipsă sunt P M și P N IV Să se ducă la elipsă tangente paralele cu o direcție dată Vom duce prin centrul O al elipsei paralela O D cu direcția dată Pentru a găsi dreapta ODj, a cărei proecție este OD, (Fig 31), ducem dreapta BA' care taie peODînS; paralela la О В prin S taie pe A'BX în S]; O Sj este ODX Ducem tangentele R, M'jR la cerc paralele cu O Dx; paralelele din Mx și M'x la О В se taie cu paralelele din R și R' la OD în M și M' Tangentele paralelele cu direcția dată sunt RM, R'M' 9 130 V, Construcția elipsei printr’o trăsătură continuă Să con- siderăm o dreaptă de lungime constantă MN = a + b, și pe ea un punct Fig У2 o elipsă Tn adevăr, din triunghiurile deducem: fix P, astfel că M P = a, P N = b Dacă MN se mișcă cu extremitățile N pe Ож, M pe Oy (Fig 32), punctul P (ж, у), ale cărui coordonate sunt: O A = ж, = AP=j/, va descrie asemenea MBP, PAN, a x OM — у b ON — ж у De unde: ON = -я + b x, OM= a + 6 b b înlocuind în se obține : relația : om 2 + o№ = (« + &)2, Ж2 y2 H2 I b2 Punctul P descrie prin urmare o elipsă ale cărei axe de simetrie sunt dreptele Ож și Oy, iar lungimile axelor 2a, 2 6 Dacă deci, o linie metalică M N se mișcă între două axe Ож și Oy perpendiculare, vârful unui creion P, fixat într’o deschidere P a linii M N, va descrie elipsa ale cărei axe sunt a și b VI Altă construcție a elipsei când se cunosc axele ■ y Să considerăm o linie AM de lungime constantă și e-gală cu a și punctul В fix pe această linie așa ca MB — b Când dreapta AM se mișcă așa ca punctul A să se afle - pe Oy, iar В pe Ож, punctul M va descrie elipsa de axe a și b In adevăr, paralela la Oy prin M taie pe Ож în 131 P, iar paralela din O la AM, în Mr Mj descrie cercul director, iar între MiP și MP, avem relația: M, P a ItlP — b ’ care probează (§ 66) că M descrie elipsa al cărei cerc director este cercul cu centrul în O și cu raza O Mi 69 Tangenta într’un punct al elipsei Fie Мд (ж0 y0) un punct al elipsei; Ж2 a2 + У2 -1 = 0; deci: ЛЛ 2 ^0 | Уо2 — 1=0 a2 T b‘ Ecuația unei drepte ce trece prin Мд fiind : У — Уо = (« — ®0) tg a, pentru că această dreaptă să fie tangentă la elipsă în Мд, trebue ca să taie elipsa în două puncte confundate în Mo Coordonatele (ж, у) ale unui punct M al acestei drepte, definită prin punctul Mo (ж0 y0) și unghiul a, sunt: x = ж0 rcosa, у — y0 -|- rsina, r — M0M Pentru а găsi punctele de intersecție ale acestei drepte cu elipsa, vom scrie că un punct (ж, у) al dreptei se află pe •elipsă; deci: (ж„ + rcosa)2 (y0 + rsina)2 a2 ' 62 De unde: 132 Așa dar, sunt două valori r', r" și deci două puncte de intersecție: M' (»0 -|- r'cosa, y0 r'sina); M" (x’o -|- r"cosa, yQ r"sina), Prin urinare, o dreaptă taie o elipsă îa două puncte Punctul Mo (ж0, y0) fiind pe elipsă, avem : 2 Уо2 1 = &2 0, și deci ecuația (1) devine: sin2Ci\ ~&2“ I + , 2 as0cosa ă^~ ?/nsinc 62 un punct de 0 Pentru că că care probează că o rădăcină, r' = 0, sau intersecție al dreptei date cu elipsa este M, dreapta să fie tangentă, trebuie ca și cel de al doilea punct să se confunde cu Mo, adică și cealaltă rădăcină r" = 0 Deci : De unde: Așa dar, as0cosa a2 VOsin« n 62 ' , x0 b- tg a — — -2—r Уо «2 ecuația tangentei în Mo (as0, ij0) la elipsă va fi: У — Уо = — x0 b2 Уо a2 cu condiția: zy 2 «Л/О a2 Ус2 б2 — 1=0 (2) Dezvoltând, avem : У Уо «2 + x жо &2 — a2 Уо2 — &2 'ro2 = sau, ținând seamă de ecuația (2), x x0 Ъя + у y0 а2 = л2 Ъ2 Divizând cu а2 Ъ2, ecuația tangentei în Mo (ж0, ?/0) va fi: ® JCo У Уч а2 b‘ împreună cu relația (2) 133 70 Tangentă paralelă cu o direcție dată Fie m coeficientul unghiular al direcției date Ecuația tangentei la elipsa : x2 a2 y2 b2 -1 = 0, paralelă cu direcția m, va fi: у = mx pentru ca cele două puncte rămânând să determinăm pe n, de intersecție ale acestei drepte cu elipsa să fie confundate, înlocuind în ecuația elipsei pe y, avem: ж3 a2 b2 - -1 = 0, sau: ж2 Condiția ca această date este: 2 2 m n x b2 ЭТ2 ,— 1 = 0 ecuație să aibă două rădăcini confun- m2 n2 b* a2 de unde: n2 — aZm2 -|- b2, n = + К a2 m2 ,-ț- b2 Deci, ecuațiile celor două tangente la elipsă, paralele cu direcția m, sunt : у = m x V а2т2-\-Ъ2, у = m x — V a2 m2-$- b2 71 Polara unui punct față de elipsă Directoare Excentricitate Mo («0, уй) fiind un punct în planul elipsei, să găsim ecuația polarei acestui punct, adică, locul geometric al punctelor conjugate armonic cu Mo, în raport cu punctele de intersecție ale elipsei cu o secantă variabilă ce trece prin Mo Fie M (a?, y) un punct al polarei; dieapta MM0 taie elipsa în două puncte M' (x'r у), M" (x", y"), ale căror coordonate sunt de forma: x0 + V x yn + К у x0 -j- Л" x y0 + Г у 1 + Z' ’ 1 + Z' ’ 1 + Z" ’ 1 + X" ’ 134 Pentru a găsi valorile lui Z' și Z", vom scrie că punctul : ®0 4- 1 ж уй + я у 1 -|- 1 ’ 1 + Z este pe elipsă; de unde : (Жр 4- Z ж)а (y„ + Z 1 0 (1 + Z)2 й2 ’T’ Ъ'1 (1 + Z)2 sau : Aceasta este ecuația care dă valorile Z', Z" corespunzătoare punctelor de intersecție M' și M" Condiția ca aceste puncte să fie conjugate armonic cu Mo, M, este : M'M0 M"M0 M'M M"M Scriind că suma rădăcinilor Z', I УоУ a2 ' V Z" este zero, avem : 1=0 care este ecuația polarei punctului cu elipsa : ж2 ■ y2 «2 ~ b2 Printre secantele ce trec prin Mn, Mo (a?0, yo) în raport = 0 două sunt tangentele din Mo la elipsă ; pentru acestea, punctele M', M" se confundă cu punctele de contact, iar conjugatele armonice ale lui M() față de M' și M" sunt chiar punctele de contact De act rezultă o construcție geometrică a polarei: Ducem din Mo tangentele la elipsă și dreapta care unește punctele de contact este polara lui Mn, față de elipsă Directoare la elipsă sunt polarele focarelor ; directoarele sunt două drepte perpendiculare pe axa mare Ecuațiile lor sunt : - f 1 = 0, “ - 1 = 0 a2 a2 c Raportul se numește excentricitatea elipsei a Pentru a găsi polul (x0, y0) al unei drepte: Ax -J- By -|~ O = 0, 135 față de elipsa : a2 + Ь2 1 — 4 vom scrie polara lui (ж0, t/0) : «ож , УоУ x = 0 a- &2 și vom identifică ecuația polarei cu a dreptei date; de unde: xo Уо Л2 J2 — 1 А ~ В — ~C~' Rezolvând ecuațiile aflate, găsim coordonatele polului : — a2 A — b2B a'° ~ C ' У" ~ C 72 Ecuația tangentelor duse dintr’un punct la elipsă Să găsim ecuația tangentelor duse din Mo (x0, у0) la elipsa : Să căutăm punctele de contact Dacă M' (x‘ y") este un punct de contact, ecuația tangentei în M' la elipsă va fi : ‘îs" + - 1 = °, W cu condiția : Ж'2 + У- - 1 = О (2) а2 о 2 Scriind că tangenta (1) trece prin Mo (a?0, î/0), avem : — 1 = 0 (3) а2 b2 Se vede că această ecuație probează că punctele de contact M' (x , y’) se găsesc pe polara : xxo i УУо ■ 2 136 a lui Мо (ж0, г/о) față de elipsă Pentru a găsi pa (а?', у'), vom rezolva ecuațiile (2) și (3); înlocuind în (2) pe у cu valoarea sa din (3), se obține o ecuație de gradul Il-a în x' și deci vom avea două valori pentru x', două pentru y'-, coordonatele punctelor de contact (ж', у"), (ж", у"), sunt astfel cunoscute, iar ecuațiile tangentelor duse din Mo la elipsă, vor fi : ж'ж , y'y , n x"x -1— У"У 1 n й2 + 62 ’ a2 + b2 1 — U Determinarea direcțiilor tangentelor din Mo Mai putem găsi ecuațiile tangentelor duse din Mo (ж0, y0) la elipsă, determinând direcțiile acestor tangente Am văzut că ecuația unei tangente la elipsă, a cărei direcție este m, va fi : у = mx + Y m2 a2-\- b2 Pentru a găsi valorile lui m, vom scrie că această dreaptă este tangenta dusă din Mo (x0, y0'), sau că trece prin acest punct Deci : y0 = mx0 -I- Y a2 m2-\- b2, y0 — mx0 = + Y a‘ пг2 -ț- b2 Ridicând la pătrat, găsim ecuația : m2 (ж02 — a2) — 2 mx0 y0 -f- y0 — b2 = О2, (I) care va da coeficienții unghiulari ai celor două tangente din Mo Pentru ca aeeastă ecuație să aibă două rădăcini, trebue : ' ®o3 Ус — &o2 — «2) (do2 — b2) 0, sau : Primul membru al acestei neegalități este primul membru al ecuații elipsei Pentru a rezolva această neegalitate, să considerăm în general curba f (x, y')=0 și două puncte A (x0, г/0), В (ж1; din planul ei Coordonatele unui punct M al dreptei AB sunt de forma : 137 я0 + X ж, ?/о + X г/і z = — АМ 1 4~ & 1 + z вм X variind de la О Іа ос, când М descrie segmentul AB Punctul M este pe curba f (x, y) = 0, când X verifică ecuația : „ /ж0 + X ж, V 1 + X ’ Уо H~ Уі\ 1 + х / - о Pentru fiecare rădăcină a acestei ecuații corespunde un punct de intersecție al curbei date cu segmentul AB Să substituim în F (X) pe 0 și oo; pentru X = 0, rezultatul înlocuirii este f (ж0, г/0); pentru X = oc, ж0 X я?і у и —|— X уі 1 + X ’ 1 + X ’ se reduc la ж1; yx și deci rezultatul înlocuirii este f (жр Уі) Prin urmare, dacă f (ж];г/,) și £(ж„, y0) au acelaș semn, e-cuația F (X) = 0 are un număr cu soț de rădăcini între 0 și oc, și deci segmentul AB taie curba dată într’un număr cu soț de puncte, sau în nici un punct, așezat^ între Ași B Dacă însă f (ж, , y0) și f (x^yj au semne contrarii, ecuația F (X) = 0 are cel puțin o rădăcină reală între 0 și °° și deci segmentul AB taie curba dată cel puțin într’un punct sau într’un număr fără soț de puncte, așezate între A și В și reciproc De aci urmează că dacă A și В sunt două puncte, pe care unindu-le, nu traversăm curba f (ж, у) = 0, adică ambele puncte A și В așezate în interiorul sau exteriorul curbei date, rezultatele substituirii în f (ж, у) a coordonatelor acestor puncte au acelaș semn Prin urmare, dacă f (ж, у) are un semn, când înlocuim pe ж și у cu coordonatele unui punct A dintr’o regiune în care curba f (ж, у) = 0 înparte planul, rezultatul înlocuirii în f (ж, у) a coordonatelor unui alt punct В din aceiași regiune cu A, va avea acelaș semn Din contră, dacă A și В unite, se traversează curba f (ж, у) — 0, cu alte cuvinte A ar fi în interior, de ex , iar В în exteriorul curbei, rezultatele substituirii în f(®,y) a coordonatelor acestor puncte, vor avea semne contrare Așa dar, o curbă f (ж, у) ~ 0, în cazul nostru elipsa, înparte planul în două regiuni; pentru punctele regiunii interioare-, 138 primul membru al ecuații elipsei are un semn, iar pentru punctele regiunei exterioare, semn contrar Pentru a determină aceste semne, se vede în ce regiune este origina și ce semn are rezultatul înlocuirii Pentru elipsă, în regiunea interioară, expresiunea — 1 va aveă acelaș semn, pentru toate punctele (x, y) din această regiune, adică semnul —-, dat de oiigină (x = 0 у = 0); pe curbă acea expresie este zero, iar in regiunea exterioară elipsei, expresia : adică este pozitivă Revenind la discuția rădăcinilor ecuații ce dă coeficienții unghiulari ai tangentelor, putem spune : 1) Dacă punctul Mo (xQ, yQ) este exterior elipsei, avem : a?o2 , Уо* a2 b2 1 > o, deci se pot duce două tangente 2) Dacă, M„ este pe curbă, + £2 -i = o, ai 1 bi și deci se poate duce numai o singură tangentă 1) In sfârșit, dacă Mo este interior elipsei, *o2 , Jof i Z o și deci nu se poate duce nici o tangentă din acest punct Penti и a găsi chiar ecuația tangentelor duse din Mo (ж0, у) la elipsă, vom scrie ecuația unei drepte ce trece prin Mo, У — Уо - - m (x — Xg) și vom înlocui în (I) pe m, cu valoarea scoasă din această ecuație, m — У-*' x — x0 139 Vom avea ecuația comună a tangentelor: (У — */o)2 W — «2) — 2 ®o Уо & — «о) (У — Уо) -F- ( Уо2 — b2) & — ®o)2 = 0, care descompusă în doi factori de gradul întâi, ne dă ecuațiile în parte ale celor două tangente duse din Mo Această ecuație se mai scrie și supt forma : 73 Aplicație Să se găsească locul punctelor Mo; de unde se poate duce două tangente perpendiculare la elipsă Ecuația ce dă coeficienții unghiulari ai acestor tangente fiind: m2 (?r02 — a3) — 2 m x0 y0 + yP — b2 = 0, condiția ca cele două tangente să fie perpendiculare este: m1 m" -j- 1 = 0, de unde : Уо2 — У — a2 ®0 sau : Deci punctul M (x0, г/0) descrie un cerc a cărui rază este V a2 b2 Acesta este cercul lui Monge al elipsei 74 Ecuația normalei la elipsă al elipsei : Fie Mo {x, y) un punct x2 «3 У b2 1 = 0 Deci: ey 2 ‘*'0 a2 Уо2 b 1 Normală se numește dreapta perpendiculară în Mo pe tangenta în Mo la elipsă Ecuația tangentei fiind : У — Уо = f— (ж — ®0)л Уо а 140 acea a normalei în Mo (ж0, y0), va fi: У — Уо = (® — Xo 75 Diametrii Diametrii conjugați Să găsim ecuația diametrului conjugat coardelor paralele cu direcția: m = tga, a fiind unghiul acestor coarde cu Orr Mo (ar„, î/0) fiind mijlocul unei coarde de direcție m, coordonatele unui punct al acestei drepte sunt: x — rcosa^ у = ya + rsina, r = M0M Scriind că acest punct este pe elipsă, se obține: cosa« , sin-a \ , „ /% cosa % sina\ + b‘ ) + 2 ’■ (Л? + ) + І + o ' a2 bi Scriind că Mo este mijlocul coardei M'M", punctele M'M" fiind corespunzătoare valorilor r‘ și r", avem: r' -|- r" = 0, de unde: x0 cosa ț/a șina „ a2 + ' bB ~ ' Locul punctului Mo (x0, yn), mijlocul coardelor de direcție m = tga, este: b2 ?/o a2 tg a X°- Deci ecuația diametrului conjugat D al coardelor de direcție m, este : 62 J a2nt ’ adică o dreaptă ce trece prin centru Coeficientul unghiular m al acestei drepte^fiind: , b2 m = — , a1 m 141 rezultă că între coeficienții unghiulari m, m, ai coardelor si diametrului, există relația : b2 m m' = — (1) Considerând coardele paralele, de direcție m, ecuația diametrului conjugat D' cu aceste coarde, va fi : b2 iar coeficientul unghiular al acestui diametru este : ceeace rezultă, observând relația fl) Diametrii, D și D', astfel că unul din ei să fie conjugat coardelor paralele cu celalt, se numesc diametrii conjugați 76 Construcția a doi diametrii conjugați Printre coardele de direcție m, sunt și tangentele la elipsă paralele cu această direcție însemnând cu M', M" punctele de contact ale acestor tangente, mijloacele acestor coarde sunt M' și M" și deci diametrul conjugat direcții coardelor cons’de-rate, va fi dreapta M' M" lie aci rezultă o construcție a diametrului D' conjugat diametrului D Fie OM un diametru ,• ducem tangenta în M la elipsă; dreapta OM' paralelă cu această tangentă, este diametrul conjugat cu D 77 Demonstrare geometrică a relații ce există între coeficienții unghiulari ai doi diametrii conjugați Vom considera elipsa ca proecția unui unei elipse al cărei cerc director AA' (Fig 34) Doi diametrii perpendiculari OMj, OM\, în cerc, sunt astfel că unul din ei este locul mijloacelor coardelor paralele cu celalt Proectând acești doi diametrii perpendiculari, coardele paralele se vor proectâ după drepte paralele ale căror mijloace sunt proiecțiile mijloacelor coardelor din spațiu și deci vom obține doi diametrii, OM, OM', conjugați, ai elipsei, căci se obțin după proiec- r ie ля, пл axeie cercul de diametru este Fisn 34 142 ție tot două drepte, astfel că unul din ei este locul mijloacelor coardelor paralele cu celalt Să însemnăm cu a și a' unghiurile AOM, AOM'; deci: m = tga, m‘ = tga', Fie P și P' proecțiile lui Mt și M\ pe A A' Știm că între ordonatele : MP și Mt P ale unui punct al elipsei și al cercului (§ 66) există relația: MP b — a ’ Să găsim relația dintre unghiurile AOMt = a1; AOM\ = a’1, din planul cercului și a, a din planul elipsei Avem: MP = OP tga, MjP = OP tgaP De unde: MP tga MjP tg«i ’ Insă : MP b MjP a ’ deci : tg« b (1) tg«l a De asemenea: tg« = tga'j b ~ a (2) Insă OMj și OM'j fiind perpendiculare, a'j = 90 at ; deci : tga'j = — cotgap Relațiile (1) și (2) devin : tga b tga' b tgaj a ’ cotga! a Inmulțindu-le între ele, obținem: tga tga =— 2 , sau : , 6* m m — - a1 143 Aceasta este relația între coeficienții unghiulari a doi diametrii conjugați : у = m x, у = mx = x ач m 78 Proprietățile metrice asupra diametrilor Fie (x y'), coordonatele unui punct M' al unei elipse ; I Să ne propunem a calculă coordonatele («", y”) ale punctului M" al elipsei, astfel ca OM' și OM" să fie doi diametrii conjugați Avem: Intre coeficienții unghiulari: У' x ai celor doi diametrii conjugați, avem relația : У' m m x У" x" b2 a2 De unde deducem ; У" У' a b x a b Dublul semn corespunde extremităților celor doi diametrii Luând semnul avem formulele lui Chasles: ,, b , у = — x , x care ne dau coordonatele (ж", y") ale capătului diametrului conjugat în funcțiune de coordonatele (x’f yj ale primului diametru 144: II Fie OM', OM" doi diametrii conjugați și M'(a5', ?/'), M" («", y"); am văzut că : „ a b X = - ъу, у = -x Avem: ом"2=ж"24-/2 = -^^ + x'2’, deci: ом^бм^^+^н- “V2+ = Ж'2/1 4- + y'2 OM'2 4- OM"2 = (aM-fcs) f-^v-4— \ aS bi j Ținând seamă de ecuația: zy»,2 7/2 " 4- y =1 «2 4- b2 rezultă: OM'2 + OM"2 = a2 4- &2 = OA2 4- OB2 (1) Să calculăm suprafața triunghiului OM'M" Știm (§ 40, II) că suprafața unui triunghi ale cărui vârfuri sunt: O (o, o), М'(ж' г/’), М"(гс", у"), este : 0 0 1 S =i x У 1 = J (® У" — У x'j f У 1 j înlocuind pe x", y", după formulele lui Chasles, avem: Observând formulele (I) și (II), putem enunța teoremele lui Apolloniue: I Suma pătratelor a doi semidiametri conjugați este constantă și egală cu suma pătratelor semiaxelor; II) Suprafața triunghiului format de centru și capetele a doi diametrii conjugați este constantă și egală cu jumătatea suprafeței dreptunghiului construit pe axe 79 Suprafața elipsei Pentru a găsi suprafața elipsei, vom reaminti teorema următoare: Suprafața unui triunghi din spațiu fiind S, iar aceia a proecții acestui triunghi pe un plan 145 fiind S1; dacă a este unghiul frrmat de planul triunghiului cu planul pe care re face proecțiunea, avem: Sj = S cos а Ca să demonstrăm această teo- / \ remă, considerăm (Fig 35) triun- / ghiul din spațiu AB! C1; a cărei proecție pe planul figurei este A triunghiul ABC; dreptele Bj Cp H D BC întâlnindu-se pe planul figurei în D, avem : Fig- 35- Supr ABC — Supr ABD — Supr ADC Insă, a fiind unghiul format de planele ABD, ABX D, adică unghiul format de perpendicularele BH și B^ pe AD, avem: Supr ABD == g ADXBH= ADXI^H cos BHBt == -i- AD Bj H cos a, Supr ABj D = 2 AD BjH Deci: Supr ABD = Supr ABt D cos a De asemenea: Supr ACD = Supr ACj D cos a De unde: Supr ABC = Supr A Bj D cos a —■ Supr ACt D cos a Supr ABC = (Supr ABjD — Supr AC,D) cos « = Supr ABj Cj cos a Pentru а găsi suprafața elipsei, vom împărți cercul principal al elipsei, în foarte multe triunghiuri OMj M2/ OMa Mg, , având toate acelaș vârf O, iar celelalte două vârfuri M1; M2 pe cerc Cosinusul unghiului format de planul cercului cu planul elipsei fiind , să proectăm toate triunghiurile io 146 OMj M2, OM2 М8,„ pe planul elipsei și vom obține triunghiurile ouîj m2, om2 mS! ale căror suprafețe vor fi: omt m2 = OMj M2 о«г2 m3 = OM2 M2 —, Adunând, avem : OmjWig -|- Om2m;l /oMjM, -|- OM2M3 a \ / Insă, când punctele MpMj, sunt foarte apropiate și ?n1; m2) vor fi foarte apropiate, iar sumele : Omxm2 -|- Oni2w3 -|- , 0МіМ2 4- om,m3 + , sunt tocmai suprafața elipsei și a cercului Vom avea deci la limita: S = Supr elipsei = Snpr Cerc , a sau: S = — 7Г (f = ;r (l b a Prin urmare, suprafața elipsei : este : n a b Exerciții 1 într’un punct M variabil al unei elipse se duce tangenta care taie tangentele la extremitățile axei mari AA' în punctele P, P' I) Să se demonstreze că produsul AP A'P' este constant II) P, și P' fiind focarele, să se arate că dreptele PP, P'P' se taie pe normala la elipsă în M III) Să- se arate că cercul de diametru P P' trece prin focare B M (aMo) AP - 61 «■ - ”•>, A'P* AP AP 147 Să scrie ecuațiile dreptelor PF, P' F’, (c2 = a2 — i>2) si se vede că ■coordonatele punctului lor comun sunt: i— СЖ„ — cy0\ \ а ’ а — с) Centrul cercului de diametru PP’ este fo, к iar raza : «*y02 4- 64Ж02 - — a2 y02 2 F, F' fiind focarele elipsei ale cărei axe sunt a și b, să se calculeze distanțele de la un punct M al elipsei la focare (MF, MF’ se numesc raze vectoare) în funcțiune de abscisa punctului M (xo,yn) II Să se scrie ecuațiile directoarelor elipsei date III Să se găsească locul geometric al punctelor P astfel că raportul distanțelor acestor puncte la focarul F ți directoarea corespunzătoare să fie constant ți egal cu — (c = a2 — b-) „ 62 R MF = yo2 + (c — a?o? = (aa — a?„2) | (c — Xl,)2 c c I) MF = a — - «o, MF’ = a + a x0 CX л П) â* - 1 = °- + 1 = °- III) Locul este chiar elipsa dată 3 Se dă dreapta AA1 = 2 a ți punctul F pe această dreaptă Pe perpendiculara în P pe dreapta AA’, se ia punctul M, ața că : MP2 PA PA = K2 I) Să se afle locul geometric al punctului M, când P descrie -dreapta AA’ II) Fie R, R punctele de intersecție ale dreptelor МА, MA' cu perpendiculara pe mijlocul 0 al dreptei AA’ Să se arate că OR OR'= const R A (a, o) A'(—a, o) M (a\ , y0) Locul o elipsă Ecuația locului: y± = Кг X' + У' = 1 (a — «и) (a + аз0) a2 K2a- RO = , OR'= OR OR’ = «2A-, 4 I) Să se arate că produsul distanțelor focarelor la o tangentă oarecare la elipsă, este constant și egal cu b2 II) Să se afle locul geometric al proecții focarelor pe tangente R Ecuația unei tangente se va scrie: у = mx + țf аз b2 148 • I) P, P', fiind proecțiile focarelor рѳ tangentă, avem ; FP F'P' = Z>2 II) Locul lui P se obține eliminând m între ecuația tangentei și perpendicularei din F pe ea Se găsește cercul director : ж2 + У2 ~ a2' 5 Se dă un cerc de centru O și diametru AA'= 2 R Dintr’un punct M al acestui cerc, ca centru, se descrie un cerc tangent în N dreptei AA1, care va tăia cercul dat în punctele C și D Sa se afle locul geometric al punctului de intersecție a dreptelor MN și CD R A(R,o), A'(—R,o) M (a?o, 2/0) Cercul de centru M are ca ecuație: Ж2 | y2 — 2 xtix — 2 y, y + x ? = 0 CD este axul radical al cercului dat și celui cu centru în M Lecui este elipsa : , 2 , У MF — MF' De unde: 2 c > 2 a, c > a, și deci putem pune: a2 — C2 = — b2, C2 = a2 b‘> Așa dar ecuația locului geometric este: 152 x2 У2 1 = o a2 &2 Aceasta este ecuația iperbolei Ecuația curbei, conținând puterile cu soț ale lui x și y, este verificată și pentru valorile : (— x, y), (—x, — y), (x,—y), ceea ce probează că iperbola este o curbă simetrică în raport cu axa Oy, punctul O, axa Ox Origina O se numește centrul de simetrie dl curbei, Ox se zice axa focală, iar Oy axa nefocdlă Căutând punctele de intersecție ale iperbolei cu axele de coordonate, se vede că numai Ox taie curba în puncte reale, ale căror coordonate sunt, (a, 0), (—a, 0), vârfurile iperbolei Axa Ox care taie curba se numește axă Oy axă netransversă, sau imaginară 81 Forma curbei Asimptote Rezolvând raport cu y, avem: у — + — у -г'2 — a2- a v Vom construi numai ramura : b * У = a V — a~, cuprinsă în unghiul xOy, adică făcând pe x у să existe, trebue: (1) și se numesc transversă, iar ecuația (1; în să varieze de la O la + oo Insă pentru ca ж2 — a2 Șî 0, x > a, x \ — a Beci curba este exterioară tele CCj, C'C'j (Fig 36): x — a = 0, regiunei determinată de drep- x -]- a = 0 Fig 36 Când x=a, obținem punctul A (a, 0); făcând pe x să crească, și у crește, iar când x—°° și y = °°- Să căutăm limita raportului: când x = oo A- 153 ceasta limită fiind , urmează că iperbola se apropie, când x crește nemărginit, de dreapta ОС : b У = a Să considerăm diferența : d = ж — V s2 — a2, a a ’ a ordonatelor a două puncte Мг și M ale dreptei OG și iperbolei, corespunzătoare la aceiași valoare a lui x — OP Când x crește, se vede că această diferență se micșorează, iar când x tinde către infinit, avem: lim d b (ж—\"x2—a2) (x-l-Vx1— a2') „ ~ = li m i ——! > ~ a x + ' X2 — a- b a2 lim , , а ж-И x9- — a2 deci: lim d — 0 X = oo Prin urmare, curba se apropie de dreapta 00, și când x crește nemărginit, această dreaptă atinge curba, sau este tangentă iperbolei la infinit Dreapta : se numește o asimptotă a iperbolei Considerând ramurile simetrice cu cea studiată, se vede că iperbola mai are o asimptotă, dreapta 0Сг: Asimptotele iperbolei sunt diagonalele dreptunghiului CC'j C'Cj, construit ducând paralele prin extremitățile A și A' ale axei mari, pe care se ia lungimile : 154 АС = АС! = А'С'і = А'С' = Ъ Luând simetrica ramurei construite în raport cu Ож, Oy, Or se obține toată iperbola (Fig 36) Când asimptotele : b b у — X, у = — x а а ’ V â ale unei iperbole sunt perpendiculare, adică : a = b, iperbola se zice echilateră-, iar ecuația ei, raportată la axe, este : ж2 — y2 = a- Exemplu Să se construiască iperbola: y2 16 9 Avem : a = 4, 6 = 3 Construim asimptotele astfel: figurăm punctele A (4, o), A' (•—4, о), В (o, 3), В‘(o,—3) ; construim dreptunghiul CC1! C Cx (Fig 36); diagonalele dreptunghiului sunt asimptotele iperbolei Pentru a construi focarele F (c, o), F'(—c, o), ne servim de formula : c- = a'± 4* b2, care probează că distanța OF este ipotenuza triunghiului dreptunghic, ale cărui catete sunt OA, OB, adică ОС; deci descriind un cerc din O ca centru și cu ОС ca rază, el va tăia axa transversă în focarele iperbolei, F și F' 82 Iperbola definită ca alt loc geometric Construcția iperbolei prin puncte Se dă un cerc cu diametru AA’=2a si o dreaptă D perpendiculară pe AA' și depărtată de centrul O cu distanța b Prin O se duce o rază variabilă OM a cercului O, care taie dreapta D în N Tangenta în M la cerc taie diametrul AA’ în P Paralela din M la AA' și perpendiculara în P pe A A1 se taie în R Să se afle locul geometric al punctului R, când raza OM variază Luăm AA' ca Ox și perpendiculara în O ca Oy Să însemnăm cu coscp ы Coordonatele punctului R vor fi : (R) x — , у = btgcp ' COS (f)’ J & k Ca să elinimăm pe y, procedăm astfel : as 1 у sin гр a cos cp ’ b cos cp x"J y2 1 sin2 2 Prin urmare, o dreaptă taie o iperbola în două puncte la distanță finită, în general, afară de cazul: cos2a sin2a „ ~a2 W = ’ adică ; tga = + când dreaprta considerată este paralelă cu una din asimptote, când unul din puncte este la distanță finită și altul la infinit (r'=oc) Scriind că cele două puncte de intersecție se confundă cu Mo, vom avea: У* 1=0 ^cosa b2x0 a2 b'1 ’ a- b1 ’ V а 3 a polarei punctului Mo (ж0, г/0) în raport cu iperbola: Polarele focarelor F (c, 0), F' (— c, 0), sunt: -1 = °’ +1 - °’ și se numesc directoarele iperbolei Pentru găsirea polului unei drepte date, se procedează ca la elipsă 86 Ecuația tangentelor duse dintr’un punct la iperbola Punctele de contact ale tangentelor duse din Mo (ж0, ya) la o iperbolă: Ж2 y2 я3 62 sunt (х , у"), (х", у”), ale căror coordonate sunt rădăcinile ecuațiilor (§ 72): у'г i n к Уо У 1 о я2 — 63 ’ я2 — &2 sau, punctele de intersecție ale iperbolei cu polara lui Mo Ecuațiile celor două tangente vor fi: жж' у у' 1 n x x" a2 ~ b* ’ &2 Ecuația care dă coeficienții unghiulari gente, duse din Mo (ж0, y0~), este urmând ca la elipsă: m2 (ж02 — яг) — 2 m ж0 y0 -ț- y,,2 -j- b2 — 0 Condiția de realitate ale rădăcinilor acestei ecuații, este : ®o3 Уо2 — (®o2 — a2) (Уо2 + Ъ21 °> У y'L 1 = 0 &2 ai celor două tan- sau : 158 ZY> 2 ^0 curbă valoarea ei este zero, în cealaltă regiune, semn contrar Tn regiunea unde se află origina, va a veâ semnul ce se obține făcând x = у = 0, adică : în cealaltă regiune va avea semnul -ț- Prin urmare, când punctul Mo (ж0, y0)- este în regiunea unde se află origina (centrul) se pot duce două tangente; b, a-dică dacă unghiul a simptol^elor care conține iperbolă este ascuțit; cercul se reduce la un punct când a = b (iperbolă echilateră) In orice alt caz nu există puncte de unde să se ducă la iperbolă tangente perpendiculare 87 Ecuația normalei la iperbolă în punctul Mo (a?0, y0) este: - 1 = 0 b- 88 Diametrii Diametrii conjugați coardelor paralele, adică diametrul conjugat coardelor de direcție m, care se obține ca la elipsă (§ 75), va fi : Locul mijloacelor &2 У = , x a- m 169 Toți diametrii deci trec prin centrul iperbolei Coeficientul unghiular m' al acestui diametru fiind: a3 m ’ rezultă că între coeficienții unghiulari m și m' există relația : b3 m m = a‘- Considerând coardele de direcție m', adică paralele cu diametrul D, diametrul D' conjugat acestor coarde va fi: și deci între coeficienții unghiulari a doi diametrii conjugați, D și D', există relația: , b2 m m = „ , a3 iar unul din ei este locul mijloacelor coardelor iperbolei, paralele cu celalt diametru Pentru a vedea poziția a doi diametrii conjugați D și D' ai iperbolei, să însemnăm cu a și a unghiurile lor cu O®; avem : tga tga = —- > 0 ti/ Deci dacă unul din diametrii este în unghiul xoy, (a - 0, a' 2 ~ Să ducem prin Mg (x0, y0) o dreaptă al cărei unghiu cu Ox este « însemnând cu M (as, y) un punct oarecare al acestei drepte, să găsim ecuația ce dă valorile lui r = M0M, corespunzătoare punctelor de intersecție ale acestei drepte cu asimptotele înlocuind pe x și у cu: X = r cos а, у = y0 fi- rsin a, în ecuația asimptotelor, avem: 165 ( Tu r eos «)2 ly0 rsin «)2 a2 De unde : Udu / іспиии un sin ci \ a;n- a, —4^)+2,'(jh?— sau : cos2 a a2 sin2 a b2 ) 4- 2 r (x0 cos a a2 y(1 sin a b2 însemnând cu M'; M" punctele de intersecție, avem: M0M' = r', M0M" = r", MoM M0M" = r' r" -i—— cos 2 a sin2 a a2 b2 De aci rezultă următoarea proprietate: Dintr’un punct Mo oarecare al unei iperbole, se duce o paralelă cu o direcție dată, care tae asimptotele în Л1' și M" Produsul M0M' M0M" este constant, ori care ar îi poziția punctu lui Mo pe iperbolă 1° Acestea fiind stabilite, să revenim la construcția punctelor de intersecție ale unei drepte D, neparalelă cu asimptotele, cu iperbola definită prin asimptotele sale OG, 00' și punctul A (Fig 41) Fie E și E', В și- B' punctele de intersecție /с ale asimptotelor 00 și c-00' cu dreapta D și paralela ei dusă prin A După proprietatea de mai • sus, daca însemnăm cu M unul din punctele de intersecție ale dreptei D cu iperbola avem : Fig 41 AB AB' = ME ME' Vom întrebuința pentru găsirea lui M următoarea con 166 strucție: fie F punctul de contact al tangentei duse din A la cercul de diametru BB' Lungimea AF este cunoscută, fiindcă avem: AF2 = AH AB' Ridicăm în E o perpendiculară EH = AF, pe dreapta I), 1 fiind centrul cercului de diametru ЕЕ', iar P și Q punctele de intersecție ale acestui cerc cu H I, avem : EH2 = MP HQ, sau: EH2 = ĂF2 = AB AB' = HP HQ, Descriem din I ca centru, și cu raza IH, un cerc ce taie pe D în M și M1 Lungimile HP și HQ sunt respectiv e-gale cu ME și ME'; de unde : AB AB' - ME ME’, relație care probează că M și M' sunt punctele de intersecție ale dreptei D cu iperbola tEM=E'M') 2° Pentru a găsi punctele de intersecție al iperbolei cu o dreaptă D paralelă cu o asimptotă, trebue mai întâi a scrie ecuația iperbolei raportată la asimptotele sale ca axe de coordonate oblice Ecuația iperbolei va fi de gradul П-a în raport cu X și Y Curba fiind simetrică în raportul cu central, care este origina axelor OX, OY, ecuația iperbolei va trebui să fie satisfăcută când vom înlocui pe X și Y ca — X, — Y; deci ecuația va conține numai termeni de gradul al П-a în X și Y, și va fi de forma : p X2 + 2 q X Y + r Y2 -|- s = 0 Asimptotele fiind X=0, Y = 0, va trebui ca intersectând iperbola cu una din asimptote, ambele puncte de intersecție să fie la infinit ; adică ecuația care va da abscisele X, sau ordonatele Y ale acestor puncte de intersecție, trebue să aibă coeficienții necunoscutei la gradul al doilea și întâi, amândoi zero Făcând X = 0, ecuația care dă ordonatele punctelor de intersecție ale iperbolei cu asimptota OY, este: r Yi + « = 0; 167 deci: г =0 In acelaș mod, făcând Y = O, găsim:/>=0 • Ecuația iperbolei va fi de forma : 2 q XY + s=0, XY = — * 2 q Schimbând sensul axei OX, ceeace se obține înlocuind X cu — X, ecuația este: Pentru a găsi valoarea constantei K, cu ajutorul cantităților а, b, vom luă intersecția iperbolei cu prima bisectoare, X = Y, axa transversă a iperbolei, și vom găsi (К, K) coordonatele punctului A de intersecție Tangenta în a acest punct Ia iperbolă, care este paralelă cu bisectoarea dona: X = — Y, taie axa OX în punctul С, a cărui abscisă este 2 K Considerând triunghiul dreptunghic OAC, avem: OC2 = O A2 + AC2 sau: 4K-2 = a2 ±b -i de unde: E?= al + — 4 Ecuația iperbolei raportată la asimptotele ei va fi : yy a2+ — 4 Să demonstrăm acum următoarea proprietate: Mx (XpYJ, Ma (Xg, Y2) fiind două puncte ale unei iperbole, paralelogramul M1NM3 P ale cărui laturi sunt paralele cu a-simptotele, are diagonala PN astfel că trece prin centrul iperbolei (Fig 42) Coordonatele acestor puncte verificând ecuația iperbolei; XY = a’2+62 , 4 avem : Xj Y1 = X2 Y2 168 Construind paralelogramul Mx NM2 P, coordonatele punctelor P și N sunt: P(XU Y2), N(X2, y,) și deci ecuația dreptei PN va fi: Y-Y2= Yx-Y2 X2-Xx (X-Xx) Făcând X=Y = 0, obținem: Y2 (Xx-X2) = - Xx (Yx-Y2), sau : X2 Y3 = Xx Yx, relație care există, deoarece punctele Mx și M2 fiind pe i-perbolă Ecuația diagonalei NP fiiind verificată de coordonatele originii, rezultă că această dreaptă trece prin centrul iperbolei Acestea fiind stabilite, să ne propunem a construi punctele de intersecție ale unei iperbole, cu o dreaptă paralelă cu una din asimptote (Fig 42) Diagonalele fiind ОС, ОС, să ducem prin A o paralelă la ОС, care va tăia dreapta D în E unim O cu E și dreapta OE va fi diagonala paralelogramului considerat în proprietatea precedentă Pentru a construi paralelogramul, ducem prin A o paralelă la ОС, care va tăia pe OE în F Paralela Fig 42 din F la ОС taie dreapta D în punctul M, care este tocmai intersecția acestei drepte cu cu iperbola 94 III Să se ducă la o iperbolă tangente paralele cu o direcție dată Vom duce prin centrul O al iperbolei defi- 169 taie asimp- nită prin asimptolele OO, OCj o dreaptă O Dj paralelă cu direcția dată (Fig 43) Știm că printre coardele paralele cu o direcție dată sunt și tangentele la iperbolă paralele cu acea direcție ; deci diametrul conjugat direcții coardelor paralele cu ODn trece prin punctele de contact ale tangentelor paralele cu O Dj Să construim -diametrul OD conjugat cn ODr Pentru aceasta ducem o paralelă cu totele în В și B' Dreapta Om, ce locul dreptei BB1 este diametrul OD conjugat cu ODr această dreaptă sunt punctele de contact M și M' ale iperbolei cu tangentele paralele cu OD, Ducem prin punctul A, dat al iperbolei, o paralelă cu OD, și fie F și F' punc- ODj, care unește centrul cu mij- Pe tele de intersecție ale ei cu asimptotele; ducând tangenta AE din punctul A la cercul de diametru FF', avem: AE; = AF AF' Știm însă, că dacă am fi dus prin alt punct M al iperbolei a paralelă cu AF și am fi considerat punctele ei de intersecție cu asimptotele, am fi avut relația: AF AF = MO MO Insă: AE2 = AF AF': deci AE2 = MO2, AE = MO Deci, pentru a găsi punctul M, luăm pe OD lungimea OM = AE De asemenea simetricul M‘ al lui M în raport cu O, este un alt punct care satisface relația de mai sus-Dreptele MT, M'T' paralele cu ODf sunt tangentele la iperbolă paralelă cn direcția dată 170 &5 IV Construcția iperbolei printr’o trăsătură continuă Se fixează într’unul din focare F' al curbei, extremitatea unei linii astfel ca să se poată în-vârti în jurul acestui punct, cum se vede pe figura 44 Un fir, care are o lungime egală cu diferența dintre I lungimile linii și axei transverse, este legat în F și de capătul linii Un creion M alunecând dealungul Fig 44 linii și ținând firul întins pe linie, descrie un arc de iperbolă In adevăr, diferența razelor vectoare F'M și FM este constantă și egală cu diferența lungimilor linii și firului, adică 2 a Exerciții 1 Se duce prin origina axelor de coordonate perpendiculare o secantă variabila ce taie două drepte paralele cu Gas și Oy în punctele A și B Paralele la axe prin A și В se taie în M Se cere locul geometric al lui M R xy = const O iperbolă ecliilateră ale cărei asimptote sunt axele de coordonate 2 Fie 0 și D punctele unde o paralelă variabilă cu Oy taie un cerc cu centru O și de rază R A și te fiind extremitățile diametrului așezat pe Gas, să se afle locul geometric al punctului M de întâlnire al dreptelor AD și BC R Se înmulțesc ecuațiile dreptelor AD și BC Locul este iperbola echilateră : x2 y2 = R2 3 Să se afle focul geometric al centrelor c ercurilor ce determină pe axele de coordonate două coarde de lungimi date R Cercul variabil: (as — ct )2 fi- (y — /3 )2 = r2 Se caută’ punctele de intersecție cu axele; se scrie că acele coarde au lungimile a și b, se va elimină r între ele; locul este : 4 Prin două puncte fixe A și В se duce un cerc variabil; să se afle locul geometric al punctului de contact al cercului cu tangentele duse la acest cerc perpendiculare pe AB R А (а, о), В (—a, o) Centrul cercului (o, Z ) Locul1 este : (as2 — y2) (as2 — y2 — 2a2) = 0; as2 — ț/2 = 0, as2 —j/2 = 2a2 5 Fiind date două axe perpendiculare Gas și Oy, se ia pe Ox punctul variabil M și pe Oy punctul variabil N, astfel că supra- 171 fata triunghiului OMN să fie constantă și egală cu K2 Să se afle locul geometric al mijlocului dreptei MN R M (Z, o), N (o, ju) Z = 3 K' Locul este iperbola echi-lateră: x у = , raportată la asimptotele sale 6 Se dă punctele A și A' pe Ox, astfel că: O A = O A' = a Se unește un punct variabil M aj dreptei Oy cu A și se ridică perpendiculara în A pe AM, care se taie cu A'M în N Să se afle locul geometric al punctului N, când M descrie Oy R M (o, Z ) — ț/2 = a2 7 Să se afle locul geometric al centrelor cercurilor tangente la două cercuri de raze R și R' R Linia centrelor ca Ox, coordonatele centrelor (a, o), (—a, o) Locul este o iperbolă cu focarele în centrele cercurilor și seruiaxa R — R' mare: g 8 Printr’un punct A al unei iperbole echilatere se duc două coarde AM și AN, perpendiculare între ele și care taie iperbola în M și N Să se demonstreze că dreapta MN este paralelă cu normala în A la iperbolă R Se raportează iperbola echilateră la asimptotele ei ; are ecuafia : xy = A (x1, y^, M (x2, y2), se caută coordo- natele punctului N unde perpendiculara în A taie iperbola 9 Tangenta într’un punct M al unei iperbole echilatere cu centru în O taie axele Ox și Oy (de simetrie ale curbei) în N și N1 Să se arate că cercul de diametru NN' este tangent în O; dreptei OM R M (ce , у ), tc02 (t2 Ус2 a* 10 Să se afle locul geometric al punctului de intersecție al perpendicularei din centrul unei iperbole pe tangenta în M la iperbolă cu dreapta ce unește focarul1 iF cu punctul variabil al iperbolei R Un cerc 11 A fiind mijlocul lui BC, să se afle locul punctelor M, astfel ca: MA2 = MB MC R AB = AC = a Locul este iperbola: ci2 ж! - У1 = 2 • 12 Se dă un cerc C tangent ța axele de coordonate Ox și Oy O tangentă variabilă la acest cerc taie axele Ox în A și Oy fn B Să se găsească, locul geometric al punctului de intersecție al paralelor la axe duse prin A și B, când tangenta variază R Fie M (ж0, ț/о) un punct al locului A (ж0, 0), В (0, y0) 172 Se scrie că dreapta AB este tangentă cercului de rază R Locul este iperbolă : (a?0 - 2 R) (г/o — 2 R) = 2 Ra Deplasând axele în punctul x0 = 2 R, y0 = 2 R, ecuația curbei va fi : XY = 2R2 Parabola 96 Parabola este locul geometric al punctelor egal depărtate de un punct F, numit focar, și de o dreaptă D, numită directoare Vom luă pentru axa Ox perpendiculara FD lăsată din F pe dreapta D și pentru Oy perpendiculara pe Ox în mijlocul lui FD (Fig 45) Sensul axei Ox este îndreptat dela directoare către focar Lungimea DF se numește parametrul parabolei și se notează cu p Coordonatele punc- tului F sunt deci ( , o), iar ecuația directoarei: x + 2 =0 Însemnând cu M (x, y) coordonatele unui punct al locului geometric și cu Mm distanța punctului M la directoare, avem : Ecuația locului geometric va fi: M m = x + P 2 ‘ MF = Mm Ridicând la pătrat, se obține ecuația parabolei: y2 — 2 p x = b 174 Ecuația neconținând de cât puterea cu soț a lui y, va fi verificată înlocuind pe у cu — у ; deci curba este simetrică în raport cu axa Ox, numită axa de simetrie a curbei Făcând у = 0, se obține x = 0; parabola are vârful său 0 în origina axelor 97 Forma curbei Rezolvând ecuația parabolei în raport ■cu y, se obține : У = + у2рх- Curba fiind simetrică în raport cu Ож, vom construi numai ramura: у = у 2 px, cealaltă ramură coustruindu-se ușor dacă se ia simetrica ■celei dintâi în raport, cu Ox Pentru ca у să existe, trebue : 2 p x > 0, sau: x >• 0 ; vom studia variația funcțiunei numai pentru valorile pozitive ale lui y Tot de aci se mai deduce că parabola este așezată la dreapta axei Oy Când x = 0, avem у = 0; curba trece prin origină Când x crește și у crește ; iar când x = ■» și у tinde către == Să vedem valoarea raportului (y x} când x crește nemărginit Avem: У — V 2 p x, У = д / 2 p * V x deci limita lui este (y : x') este egală cu zero, când x = , pe când în cazul iperbolei acest raport eră Tn cazul iperbolei raportul (y : x) având o limită determinată, aceasta însemnă că x și у crescând foarte mult, gradul lor de mărime eră acelaș, sau mai bine că x și у creșteau proporțional ; pe când în cazul parabolei, x crește mai repede către infinit de cât у și de aceia raportul dintre у și x a fost zero Exemplu Să se construiască parabola : yL — 3 x = 0 175 Vârful este în origina axelor; coordonatele focarului î = °- al parabolei Fie Mo (ojo, уо) (3 0); ecuația directoarei: x 98 Tangenta într’un punct un punct al parabolei : У~ — 2 р adică: x = О, x0 = 0 yQ- Ecuația tangentei în -2p acest punct va fi de forma : У — Уо = tg « — жо)> rămânând să determinăm pe tg a, astfel ca cele două puncte de intersecție ale acestei drepte cu parabola, să se confunde cu Mo Coordonatele unui punct al acestei drepte sunt: x = x0 -j- r cos а, у = Цо r sin a Scriind că acest punct este pe curbă, obținem : {Уо + r sin a)'1 — 2 p (xo -ț- r cos a) = 0, sau: r2sin-a -j- 2 r (y0 sin a — pcosa) -I- y02 — 2 p x0 =0 (1) Această ecuație fiind de gradul Il-a în raport cu r, rezultă că avem două puncte de intersecție : x0 r cos a, y0 -|- r’ sin a; x0 -j- r" cos a, y0 + r” sin«; deci o dreaptă taie o parabolă in două puncte - De oarece punctul Mo este pe curbă, avem : Уо2 — 2 p x0 = 0, și deci ecuația (1) are o rădăcină r = 0, ceiace trebuia, căci un punct de intersecție este Mo (ж0, y0) Pentru ca dreapta considerată să fie tangentă parabolei în Mo, trebue ca și celalt punct să se confunde cu Mo, a-dică și r" = 0 Deci : Уо sin a — p cos a = 0 De unde : p tg“= у/ 176 iar ecuația tangentei în Mo (x0, y0) va fi : У — Уо = ? & — л>0), (y02 = 2 p xQ), Уо sau, dezvoltând : У Уо P (x + -Го) = 0, ( ) — °> У У" — P + ж") = О- Este însă alt procedeu, adică determinând direcțiile m ale acestei’ tangente Ecuația tangentei la o parabolă și având direcția m fiind : У = m X + ~Іт’ pentru ca să fie o tangentă dusă din Mo (a>0, уй), va trebui să avem: i P yQ = m xQ 2—• Această ecuație fiind de gradul al doilea în m, vom putea duce, în general, două tangente dintr’un punct la parabolă Dezvoltând, avem: 2 ms xQ — 2 m y0 -]- p = 0 (2) Condiția de realitate a rădăcinilor este : У* — 2 p xQ ;>0 Pentru a interpreta geometric această condiție, să considerăm cele două regiuni în care este înpărțit planul de parabola : yl 2 px = 0 Intr’o regiune, expresiunea : y* - 2px0 va avea un semn, în cealaltă regiune semn contrar, iar pentru punctele parabolei, valoarea zero Pentru a vedea semnul în regiunea unde este focarul, vom face ; у =; 0, x = 1 și avem: Уо — 2px0 = — 2p 0 Revenind la condiția de realitate a tangentelor, deducem : dacă punctul Mo (®u yj este interior parabolei, nu se poate duce nici o tangentă ; când Mo este pe curbă, se duce numai o singură tangentă; când Mo este exterior parabolei, se pot duce două tangente Pentru a găsi ecuația comună a celor două tangente duse din M„ parabolei, vom înlocui pe m cu valoarea sa din e-cuația tangentei din Mo, У—У o = m (x — ж0) Ecuația: 2 m2 xa — 2 m y0 p = 0 devine: 2 x0 (y—y0)2 — 2 Уо «о) (у—у„) +p(x—xu)2 = 0, și este ecuația comună a adică o constantă oricare ar fi punctul Mo, pe parabolă 104 Diametru Să considerăm o serie de coarde paralele de direcție : m = tga și să găsim locul mijloacelor acestor coarde, sau diametrul conjugat direcții coardelor Mo (x0, yn) fiind mijlocul unei coarde M' M", coordonatele unui punct al acestei coarde sunt: x = x0 r cos а, у = yn -|- ’’ S2n a- Pentru a găsi valorile r' și r" corespunzătoare punctelor M' și M", vom scrie că punctul considerat aparține parabolei date : У2 — 2 p x = 0 Vom avea : Q/o + i'sina)2 — 2 p (x0 r cos a) = 0, sau: r- sin2 a + 2r (ya șina— p cosa) -\-y2 — ^P = 0 Dacă Mo yo) este mijlocul coardei M' M", atunci: M0M' = — M0M", deci : r1 + r" = 0 De unde: уй sin a — p cos a = 0, sau : p p У" ~ Уо~ m ' Aceasta este ecuația diametrului conjugat coardelor de direcție m De aci rezultă: I Că toți diametrii sunt paraleli cu axa parabolei II Orice dreaptă D paralelă cu axa este un diametru con 181 jugat coardelor paralele cu tangenta la parabolă în punctul de intersecție al dreptei D cu parabola III La parabolă nu sunt diametrii conjugați, căci coardele paralele cu diametrii tăind parabola numai într’un punct la distanța finită, au mijloacele lor la infinit 105 Construcții geometrice asupra parabolei I Construcția parabolei prin puncte Tangenta într’un punct al parabolei (Fig 46) Să considerăm parabola definită prin focarul F și directoarea D Ducem axa parabolei și tangenta la vârf, adică axa Oy Unim un punct oarecare A al directoarei cu focarul F și fie В punctul de intersecție al dreptei AF cu Oy; de asemenea, fie D piciorul directoarei pe axa De oarece OD = OF și OB paralelă cu DA rezultă că А В = В F Fie M punctul de intersecție al paralelei dusă prin A la axă cu perpendiculara în В pe AF Triunghiul AMF este isoscel și deci: AM = MF Ded M este un punct al parabolei Pentru a duce tangenta în M, ne servim de proprietatea că: piciorul P al ordonatei punctului M este simetric în raport tangentei în M la parabolă Prin urmare, luând ОТ = OP, tangenta în M este MT Insă: OF = OD ; deci: FT = FO + ОТ = OD -ț- OP = DP = AM = MF Figura AMFTA este un romb, deci diagonale se taie în părți egale și sunt perpendiculare Mijlocul lui AF fiind B, rezultă că tangenta MT trece prin B, sau este dreapta MB și apoi că este perpendiculară pe AF în B De aci rezultă: I) Un punct al parabolei se construeste unind focarul F cu un punct oarecare A al directoarei Perpendiculara pe această 182 dreaptă (AF) în punctul B, unde taie tangenta la vârf se întâlnește cu paralela la axă dusă prin A în punctul M al parabolei II) Tangenta la parabolă în M este dreapta M13 III) Locul punctelor B, proiecțiile focarului pe tangentele la parabolă, este tangenta la vârf 106 Să se ducă la parabolă tangenta paralelă cu o direcție dată Observând figura 46 se vede că dreapta MB este perpendiculară pe AF, în mijlocul ei Considerând coardele paralele cu tangenta MT, diametrul conjugat acestor coarde trece prin punctul de contact al tangentei MT și este paralel cu axa Prin urmare, pentru a construi diametrul conjugat coardelor de direcție dată, va trebui să cunoaștem punctul de contact al tangentei paralele cu direcția dată Aceasta este chiar construcția cerută și se va proceda astfel (Fig 46): Ducem prin focar dreapta F , Rsin f/i) Locul este parabola: 187 as2 = 2E® + R2 12 Se dă un punct A fix pe axa parabolei și un punct M varia-Ъіі pe parabOflă Se duce prin A paralela la tangenta în M, la parabolă, care se taie cu FM în N Să se găsească locuj geometric al punctului N R M (Я, ț i) ți2 = 2pl Locul este cercul: as2 + У2 — px -ț- ap — a2 = 0 SFÂRȘIT